Hallefjekt und Widerstand 
von wasserstoffbeladenen Palladium-Silber- 
und Palladium-Goldlegierungen 


Von Justus Wortmann 


$1. Einleitung 


J. Schniedermann!) hat nachgewiesen, daß absorbierter 
Wasserstoff den lichtelektrischen und thermoelektrischen er 
beim Palladium, den Palladium—Silber- und Palladium—Gold- 
legierungen erhöht. Beide Effekte verlaufen parallel und zeigen. = 
ein Maximum bei 40°/, Silber bzw. 40°/, Gold. 

Die vorliegende Untersuchung wurde unternommen, ee 
zu prüfen, ob dieser Parallelismus auch auf den Halleffekt 
ausgedehnt werden kann. 

Außerdem sollten die Formeln der neuerdings von 
A. Sommerfeld?) auf Grund der Fermistatistik aufgestellten 
Elektronentheorie der Metalle ausgewertet und die Anzahl 
der Elektronen, ihre freie Weglänge und ihre mittlere Ge- 1 a 
schwindigkeit vor und nach der Beladung mit Wasserstoff be- yee 
rechnet werden. 4 


I. Teil: Halleffektsmessuugen 


§ 2. Versuchsanordnung 


1. Versuchsanordnung zur Messung des Halleffektes 


Die Apparatur zur Messung des Hallefiektes war wie ae 
üblich aufgebaut. Die zu untersuchenden wit ms die # 
Folienform von !/,,, mm Dicke von der Firma W.C.Heraeus 
in Hanau a. M. bezogen waren, wurden in Rechtecke von 2,7 cm 
a und 1,3 cm Breite geschnitten. In der Mitte der beiden 


1) J. Schniedermann, Ann. d. Phys. [5] 18. S. 761. 1932. 
2) A. rigen Ztschr. f. Phys. 47. S. 1. 1929. 
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Längsseiten befanden sich die Hallelektroden zur Abnahme des 
Hallstromes. Die Folien wurden auf einer Ebonitplatte mittels 
breiter Messingklemmen, die gleichzeitig als Zuführung für den 
Primärstrom dienten und eine gleichmäßige Stromverteilung 
in der Platte garantierten, befestigt. Nach H. Zahn!) sind 
Messingelektroden als Primärstromzuführung besonders ge- 
eignet, da Messing keine meßbaren galvanomagnetischen Eigen- 
schaften zeigt. 
Fig. 1 stell 


t das Schaltschema dar. 


& 


Wer 


Schaltschema 
he 


Pl = Montageplatte (Ebonit) 

H = die zu untersuchende Folie, 

P = Batterie für den Primärstrom, u 

A = Amperemeter zum Messen des Primärstromes, 

SH = Klemmen zur Abnahme des Hallstromes, 

G = Galvanometer zur Messung der Hall-EMK. mit der 
Spannungsempfindlichkeit 7,77.107® Volt/Skt. und 4 2 
inneren Widerstand, 

S = Hg-Schalter, 
w, = Kompensationswiderstand 
w, = Regulierwiderstand des Primärstromes. 


Als Stromableitung von den Hallelektroden diente ein 
Silberdraht, dessen breitgeklopftes und zu einem schmalen 
Band zugeschnittenes Ende durch eine Messingklemme auf 
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1) H. Zahn, Ann. d. Phys. 16. S. 148. 1905. 


stelle stets ein sehr guter Kontakt vorhanden war und außer-- __ 
dem, da das Band nur mit der äußersten Spitze festgeklemmt ce 
wurde, die Forderung einer möglichst punktférmigen Strom- 
abnahme weitgehendst realisiert war. — Die so 
Folien wurden zwischen die Pole eines Elektromagneten ge 
bracht. 


2. Versuchsanordnung zum Beladen mit Wasserstoff 


Die zur Beladung der Legierungen mit Wasserstoff be- 
nutzte Apparatur war nach A. J. Berry') angeordnet. Die 


aufgehängt und tauchten vollkommen in den Elektrolyten; an ne 
1/, norm. H,SO,. Die Folien dienten als Kathode, die Anode 
bestand aus * Platin. *) Die Beladestromdichte war 15 mA/cm?. 
Es konnte bei verschiedener Beladestromdichte keine Ver- 
schiedenheit der Effekte festgestellt werden. Die Beladungs- 
dauer betrug 8—10 Stunden. Wenn die Sättigung eintrat. 
was daran zu erkennen war, daß der sich entwickelnde Wasser- _ 
stoff sofort, ohne an der "Oberfläche des Metalles Perlen zu 
bilden, entwich, wurde noch ungefähr 3 Stunden weiter be- 
laden, so daß ein sicherer Sättigungsgrad erreicht war. 


Be § 3. Gang der Versuche 


Vor der Beladung mit Wasserstoff wurden die Folien 3 
um den Halleffekt des reinen unbeladenen Materials zu messen, — 
nacheinander in Benzol und destilliertem Wasser gewaschen, — 
auf der Ebonitplatte befestigt und zwischen die Pole des 
Magneten gebracht. Nach beendeter Nulleinstellung des Ga 
vanometers durch den Kompensationskreis und "nach B 
regung des Magnetfeldes wurde der Ausschlag am Galvano- 
meter gemessen. Daraufhin gelangten die Folien zum Zwecke 
der Beladung in das Voltameter. Nach beendeter Ben 

begann die eigentliche Messung der beladenen Legierungen. 
Die Folien mit großem Palladiumgehalt, die sich bei der Be- 
ladung stark wellten und etwas abweichende Werte on, ei 
konnten durch Pressen zwischen zwei ebenen Metallplatten ge- _ 
glättet werden. Von jedem Legierungssystem wurden 3 Folien _ 
_ untersucht und an jeder Folie 6 Messungen durchgeführt. Die _ 


1) A. J. Berry, Journ. Chem. Soc. London 99. S. 463. 1911. an 
2) Vgl. J. Schniedermann, a.a.0.; F.Krüger u. G.Gehm, | 
Ann. d. Phy ys. (5) 16. S. 190. 1933. 
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angegebenen Werte sind Mittelwerte, wobei jedoch zu bemerken 
ist, daß die verschiedenen Messungen sehr gute reproduzierbare 
Werte gaben. 

Um festzustellen, ob eine Abhängigkeit des Halleffektes 
vom Sättigungsgrade der Legierungen besteht, wurden einzelne 
Legierungen im ungesättigten Zustande gemessen. Während 
der Sättigungswert bei den Pd-Ag-Legierungen erst erhalten 
wurde, wenn nahezu sämtlicher Wasserstoff absorbiert war, 
erreichten die Palladium—Gold-Legierungen diesen Wert oft 
schon nach 5 Min. dauernder Beladung. Hier erfolgte die 
Änderung des Halieffektes also durch den ersten aufgenommenen 
Wasserstoff. Um zu prüfen, ob eine eventuell durch das Be- 
laden hervorgerufene Strukturänderung der Legierungen von 
Einfluß auf den Halleffekt ist, wurden einzelne der beladenen 
Folien geglüht, so daß der absorbierte Wasserstoff entwich. 
Der Effekt dieser geglühten Folien war genau der der frischen 
uibeladenen Legierung. Auch bei mehrmaligem abwechselnden 
Glühen und Beladen ergaben sich immer wieder die schon 
vorher gemessenen Werte. 


$4. Die Messungen 


1. Palladium-Silber 


Die Größe des Halleffektes wird durch die ano R 
gegeben. R berechnet sich aus der Formel: vy 


Dabei bedeuten: 


P = die am Galvanometer gemessene Hall.-EMK. in ¢ 068. 
: = Dicke der Folien in Zentimeter. 
= Stärke des Primärstromes in CGS. 


Fiir meine Messungen waren: 
i= 0,05CGS, H = 4500 Gauss, d = 0,001 cm. 


Die Hallkonstanten der reinen Metalle Ag, Au und Pd 
sind schon oft bestimmt worden.!) Die von den verschiedenen 
Autoren angegebenen Werte für Silber und Gold sind nahezu 
gleich, während bei Palladium starke Abweichungen vorhanden 
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sind. Die Abweichungen lassen sich darauf zurückführen, daß 
die untersuchten Metalle nicht immer von demselben Rein- 
heitsgrade waren, und vor allem nicht immer dieselben struk- 
turellen Eigenschaften, die durch die verschiedene Vorgeschichte 
bedingt sind, besaßen, und die bei Palladium besonders stark 
die Effekte beeinflussen. 

Um zu sehen, ob die benutzte Apparatur einwandfrei war, 
wurden Probemessungen an Silberfolien durchgeführt. Die ge- 
messenen Werte stimmten gut untereinauder überein und 
gaben eine Hallkonstante von — 828,8-10=®. Dieser Wert 
stimmt sehr genau mit dem in der Literatur angegebenen 
überein. 

vg Ich gehe jetzt über zu den Messungen an den Le- 
gierungen. 
mee Reines unbeladenes Palladium ergab eine Hallkonstante 
von R= Raethjen?) fand und 
Zahn’) erhielt für seine Platte PAI R = — 691-10~*% Die 
_ Übereinstimmung ist nicht gut. Bei meinen Messungen ist 
die durch die Wasserstoffaufnahme erfolgte Verdickung der 
Folien in den Rechnungen wie bei Raethjen nicht berück- 


_ sichtigt worden, da sie innerhalb der Beobachtungsfehler- 


Tabelle 1 
 Halleffekt der Palladium-Silberlegierungen 


Spalte I ‘Spalte II Spalte III 


Proz. Erniedri- 
zn gung der Hall- 
konst. bei Bel. 


604,3 604,3 
1312,3 1018,7 
1761,2 1364,1 
1986,5 1346,8 
2728,1 1260,5 
2520,9 1381,3 
2486,4 1761,2 
1813 1692,1 
1346,8 1346,8 

966,9 966,9 

828,8 828,8 


1) Vgl. G. Brillouin, Quantenstatistik II. Bd. S.253. Paris 1930. 
2) P. Raethjen, Physikal. Ztschr. 25. 8.54. 1925. 
3) H. Zahn, Ann. d. Phys. 16. S. 148. 1905. En 
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a) Unbeladene Palladium-Silberlegierungen 


Die Tab. 1 ergibt nach Ansteigen des Halleffektes bei 
steigendem Silbergehalt ein Maximum bei der Legierung mit 
40°/, Ag. Das Maximum ist gut ausgeprägt, wenn auch nicht 
so stark wie bei den Messungen über den lichtelektrischen 
und thermoelektrischen Effekt. Interessant sind die relativ 
hohen Werte bei den mittleren Legierungen 60/40, 50/50, 
40/60. Analog zu den Ergebnissen von Krüger und Ehmer'}), 
Nübel?) und Schniedermann®) erfolgt auch hier ein stärkerer 
Abfall der Kurve erst bei der Legierung mit 70°), Ag. Bei 
den unbeladenen Legierungen besteht also ein guter "Parallelis- 
mus zwischen Halleffekt und lichtelektrischen und thermoelektri- 
schen Effekt. 

Vgl. obige Fig. 2 mit Fig. 3 der Arbeit von J. Schnie- 
 dermann.‘) 


b) Beladene Legierungen 


Bei Beladung der Folien mit Wasserstoff ändern sich 
die Verhältnisse. Für reines Palladium tritt bei Beladung 
keine Änderung der Hallkonstante ein, wie bereits von 


1) F.Krüger u. A. Ehmer, Ztschr. f. Phys. 14. S.1. 1923. 
ee 2) R. Nübel, Ann. d. Phys. [5] 9. S. 826. 1931. te 
ae 3) J. Schniedermann, Ann. d. Phys. 13. S. 761. 1932. 
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P. Raethjen gefunden wurde. Bei den Legierungen nimmt der 
Halleffekt bei steigendem Silbergehalt zunächst zu, bleibt je- 
doch immer unterhalb der Werte für Nichtbeladung, erreicht 
dann ein kleines Nebenmaximum bei der Legierung mit 20°/, Ag, 
um wieder abzunehmen bis zu der Legierung mit 40°/, Ag. 
Er steigt dann wieder an, erreicht sein Maximum bei der Le- 
gierung mit 60°/, Ag, fällt wieder und erhält bei einem Silber- 
gehalt von 80°/, dieselben Werte wie bei Nichtbeladung. Ein 
Parallelismus dieser Kurve mit der des Photo- und Thermo- 
effektes, deren Kurven ungefähr parallel der Hallkurve für die 
unbeladenen Metalle in Fig. 2 laufen, besteht nicht. Die Ur- 
sache hierfür liegt in der grundsätzlichen Verschiedenheit der 
Effekte; denn während Photo- und Thermoeffekt reine Ober- 
flächeneffekte sind, ist der Halleffekt ein innerer Effekt. Die 
ausgezeichnete Stellung der Legierung mit 40°/, Ag bleibt aber 
auch hier erhalten, wenn man die durch die Beladung hervor- 

 gerufene Änderung der Hall-EMK. berechnet (vgl. Spalte III 
der Tab. 1. Die Werte sind prozentual bezogen auf die bei 
Nichtbeladung.) Diese Abhängigkeit von der Beladung erreicht 
ein ausgeprägtes Maximum bei der Legierung mit einem Silber- 


Br. Die Messungen der Pd—Au-Legierungen wurden genau so 
durchgeführt wie die der Pd-Ag-Legierungen. 


Tabelle 2 


Hallkonstanten der Palladium-Goldlegierungen 


4 
Spalte I Spalte II Spalte III R 
“lo Unbeladen Beladen | Proz. Erniedri- 
Pd R-10-8 R-10- gung der Hall- 
| konst. bei Bel. FR 
100 604,3 604,3 0 BI 
90 716,6 673,3 6,02 a eg 
85 1044,6 966,9 7,44 
70 1225,9 759,7 38,03 
60 1450,4 897,9 38,10 
50 1588,5 1105,1 30,43 
35 1830,3 1709,4 6,60 
20 1381,3 1329,5 
10 777 
0 707,9 


Die Fig. 3 stellt Tab. 2 dar. 
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den Messungen von J. Schniedermann!) ist zu- 
nächst festzustellen, daß die Werte der einzelnen Legierungs- 
systeme nicht so stark voneinander abweichen wie bei den 
Silberlegierungen. Die Messungen sind ebenso wie beim licht- 
elektrischen Effekt nicht so gut reproduzierbar, jedoch gingen 
die Schwankungen nicht über + 5°/, hinaus. Die Kurve für 
unbeladene Legierungen steigt mit zunehmendem Goldgehalt 
an, erreicht ein Maximum bei einem Goldgehalt von 65 °, 
und fällt dann schnell ab. Ein Parallelismus mit dem Photo- 
und Thermoeffekt, deren Maxima bei 40°), liegen, besteht nicht. 
(Vgl. obige Fig. 3 mit Fig.5 der Arbeit von J. Schnieder- 
mann). Eine Erklärung dieser Tatsache ergibt sich, wenn 
man berücksichtigt, daß bei den Goldlegierungen die Legierung 
mit 65°/, Au genau so stark ausgezeichnet ist wie die mit 
40°/, Au, so daß die verschiedenen Effekte entweder ihr Extremum 
bei 40°/, Au oder bei 65°/, Au erreichen. So findet z. B. 
J.Schniedermann ein Maximum der Thermokraft gegen reines 
Palladium bei der Legierung mit 65°/, Au. Ebenso erhält 
W. Geibel?) ein Minimum der Thermokraft gegen Platin und 
ein Minimum des Temperaturkoeffizienten der elektrischen Leit- 


fähigkeit bei 60°/, Au. 
b) Beladene Folien 


Der Verlauf der Kurve bei Beladung ist derselbe wie der 
der Silberlegierungen. Die Werte sind immer kleiner als die 
bei Nichtbeladung, haben ein Nebenmaximum bei 15°/, Au, 


1) J. Schniedermann, a. a. 0. 
2) W. Geibel, Ztschr. f. anorganische Chemie 69. S. 38. 1911. 
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nehmen einen tiefsten Wert bei 30°, Au an, erreichen ihr 
Maximum bei 65°/, Au und sind bei 10 °/, Au mit denen bei 
Nichtbeladung gleich. Die Maxima des Halleffektes bei Be- 
ladung und Nichtbeladung liegen also hier beide bei 65°/, Au. 
Ein Parallelismus mit dem Photo- und Thermoeffekt besteht 
auch hier nicht. Aber ebenso wie bei den Silberlegierungen 
zeigt sich die ausgezeichnete Stellung der Legierung mit 

40°/, Au, wenn man die durch die Beladung erfolgte Änderung 
der Hall- "EMK. berechnet (vgl. Spalte 3 der Tab. 2) dargestellt. 
Die Werte erreichen ein deutliches Maximum bei der Legierung 
mit einem Goldgehalt von 40°/,. 


2. Teil: Widerstandsmessungen der Palladium-Silber- 
und Palladium—Goldlegierungen 
Um die in der Elektronentheorie von Sommerfeld!) an- 
gegebenen Formeln quantitativ auswerten zu können, war es 
nötig, die elektrische Leitfähigkeit der Pd—Au-Legierungen 
zu bestimmen. Coehn und Jürgens?) haben schon die Leit- 
fähigkeit der Pd-Ag-Legierungen im beladenen und un- 
 beladenen Zustande gemessen. Die dort angegebenen Werte 
wurden zur Berechnung übernommen. Widerstandsmessungen 
der Pd—Au- Legierungen im unbeladenen Zustande sind von 
_ W. Geibel°) und E. Sedström*) gemacht worden. Die starken 
_ Abweichungen bei beiden Autoren sind nach Borelius?) auf 
_ die verschiedene Vorgeschichte der Legierungen zurückzuführen. 
2 Die Bestimmung der Widerstände geschah in der Präzi- 
 sionsbrücke von Kohlrausch. Die zu untersuchenden Legie- 
rungen, in Drahtform von 0,1 mm Durchmesser, hatten eine 
Länge von 25 cm. 
§ 5. Die Messungen 


Die von Coehn ‘und Jürgens‘) übernommenen Werte 
der Leitfähigkeit der Pd—Ag-Legierungen im beladenen und 


__ unbeladenen Zustande bestätigen den von A. Puodzinkynas’) 


auf Grund seiner Widerstandsmessungen an reinen Palladium- 
_folien gemachten Schluß, daß der Gasgehalt eines Metalls 
stets eine Verringerung seiner Leitfähigkeit bewirkt. Sie fanden 


1) A. Sommerfeld, Ztschr. f. Phys. 47. S.1. 1929. 

2) A.Coehn u. H. Jürgens, Ztschr. f. Phys. 71. S. 179. 1931. 
3) W. Geibel, Ztschr. f. anorg. Chemie 69. S. 38. 1911. 3 
4) E. Sedström, Diss. Stockholm (Lund) 1924. 

5) G. Borelius, Ann. d. Phys. 77. S. 109. 1925. 

6) A. Coehn u. H. Jürgens, a. a. O. 

7) A. Puodzinkynas, Ztschr. f. Phys. 46. S. 261. 1928. 
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bei einem Silbergehalt von 40°/, und bestätigten damit wieder 
die ausgezeichnete Stellung dieser Legierung. Bei Beladung 
verringerte sich die Leitfähigkeit, erreichte ein Minimum eben- 
falls bei der Legierung mit 40°/, Ag und zeigte schließlich bei 
einem Silbergehalt von 70°/, keine Abhängigkeit mehr von der 
Beladung. Sie erklärten dieses Verhalten damit, daß auf Grund 
von Messungen der Gitterkonstanten der Legierung durch 
F. Krüger und A.Sacklowski') die Legierung mit 70°/, 
Silber schon im unbeladenen Zustande dieselbe Gitterkonstante 
hat wie das mit Wasserstoff gesättigte reine Palladium. Nach 
dem Vegardschen Gesetz ist also von dieser Zusammen- 
setzung an eine Erweiterung des Gitters durch Wasserstoff 
nicht mehr möglich. Die Legierung kann daher keinen Wasser- 
stoff absorbieren, es ändert sich somit auch nicht mehr die 
Leitfähigkeit. 

Die von Coehn und Jürgens gefundenen Widerstands- 
werte sind in Tab. 3 auf Leitfähigkeit in CGS. umgerechnet 


worden. 
Tabelle 3 
Leitfähigkeit der Palladium-Silberlegierungen?) 

01. Pd Leitfähigkeit o - 107° °/, Erniedrigung 
. vor Dil. | nach Bel. der Leitfähigkeit bei Bel. 
100 6,907 | 4,109 she 68 

90 3,364 2,458 37 

80 2.384 1.863 28 

70 2,197 1,816 en, 

60 2,079 1,808 en 15 

50 2,505 2,256 Ser 11 

40 3,734 3,642 nz, 4 

30 4,929 4,929 vu 0 

20 6,563 6,563 0 

10 9,105 | 9,105 0 

0 62,50 62,50 0 


a) Unbeladene Legierungen 


Die Messungen an den unbeladenen Drähten der Pd—Au- 
Legierungen zeigen ein Minimum der elektrischen Leitfähig- 
keit bei einem Goldgehalt von 50°/, in guter Übereinstimmung 
mit den Angaben von W. Geibel.*) Der von mir gefundene 


1) F.Krüger u. A. Sacklowski, Ann. d. Phys. 68. S. 72. 1925. 
2) Der angegebene Wert fiir reines ai ist den Lanes von 
3) W. Geibel, a. a. O. 
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fähigkeit. Die in Spalte II angegebenen Werte ergeben für 


Jürgens!) fanden 68°,, Fr. Fischer?) 69°/,. Die Leit- 


ergibt sich aber bei den mittleren Legierungssystemen 60/40; 
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Widerstand für reines Palladium ist kleiner als der von Coehn 
und Jürgens!) angegebene, stimmt aber mit dem von Puodzin- 
kynas?) gut überein. Es konnte deshalb nicht vermieden 
werden, in der folgenden Rechnung für reines Palladium zwei 
verschiedene Werte anzugeben. Die Unstimmigkeiten liegen 
hier, ebenso wie bei den Messungen des Halleffektes, an der 
Verschiedenheit der Gitterstruktur, die durch die verschiedene 
Vorgeschichte der Metalle bedingt ist, und die bei reinem 
Palladium besonders stark die Effekte beeinflußt. Nach 
W. Geibel?°) spielen diese Verschiedenheiten aber eine weniger 
wichtige Rolle bei den Legierungen als bei den reinen 
Metallen. 

In Tab. 4 folgen die Werte für Beladung und Nicht- 
beladung. 


Tabelle 4 
Leitfähigkeit der ) 


| Widerstand | ‘Lange | Vergröße- Leitfähigkeit 
| in Ohm | des rung a- 1075 
Drahtes des Wider- 

| vor Bel. | nach Bel. | inem | standes in °/, vor Bel. nach Bel. 


I IH IV 


100 | 3,77 | 6,46 25,05 71,3 8.46 4,94 

90 482 6,60 | 235,05 36,9 6,62 4,83 

85 | 524 649 4,95 23,85 6,06 oes 

70 6,99 7,11 | 24,95 1,72 | 4,55 aes 
60 gu 7455 - 814 3.93 4.27 
50 | 882 798 | 25,05 — 952 | 362 399 
35 | 77 646 25,05 ~16,97 4.10 

20 | 412 | 412 25 0 7,73 
10 | 292 | 292 2% 0 10,90 1090 


Die Tab. 4 zeigt bei Beladung eine Verringerung der Leit- 


reines Palladium eine Erniedrigung von 71,3%. Coehn und 


fähigkeit der folgenden Legierungen 90/10; 85/15; 70/30 ist 
geringer als im unbeladenen Zustande. Ein völlig anderes Bild 


1) A. Coehn u. H. Jürgens, a. a. O. 

2) A. Puodzinkynas, Ztschr. f. Phys. 46. S. 261. 1928. 

3) W. Geibel, a.a. O. 

4) Der angegebene Wert für reines Gold wurde den Tabellen von 
Kohlrausch entnommen. 

5) Fr. Fischer, Ann. d. Phys. 20. S. 503. 1906. 


i 
| 
| = 
= 
j 
4 
=. 
4 
[4 


Band 18. 1933 


Annalen der Physik. 5. Folge. 


50/50; 35/65. Hier ist die Leitfähigkeit größer als die der 
unbeladenen Legierungen. Die restlichen Legierungen zeigen 
keinen Unterschied mehr gegenüber Nichtbeladung. 
Tab. 4 wird durch Fig. 4 dargestellt. 
Diese Messungen an den mittleren Legierungen stehen im 
Widerspruch mit den Angaben von A.Coehn und H. Jürgens’), 
Puodzinkynas?), H. Kleine’), Fr. Fischer‘) und 
KK. Bennewitz und P. Günther’), die eine Verringerung der 
Leitfähigkeit bei Gasbeladung feststellen. Um diese Dis- 
EEE „| den die Legierungen von 
Heraeus neu hergestellt, 
| aber auch mit diesen wur- 
den dieselben Werte wie 
oben erhalten. Es konnte 
sogar festgestellt werden, 
daß die Vergrößerung der 
Leitfähigkeit proportional 
der aufgenommenen Was- 
serstoffmenge erfolgte. Um 
zu prüfen, ob diese Ab- 
weichungen durch eine 
durch die Beladung er- 
folgte Strukturänderung 
hervorgerufen würden, 
wurde versucht, durch 
Glühen der Drähte eine 
Die zu dem Zwecke an 
zwei verschiedenen Dräh- 
ten, von denen der eine durch mehrmaliges Glühen bis zu heller 
Rotglut und langsames Abkühlen vorbehandelt war und der 
andere in dem von Heraeus gelieferten Zustande untersucht 
wurde, durchgeführten Messungen gaben keine Entscheidung. 
Durch das Glühen wurde zwar eine Widerstandsverminderung 
hervorgerufen, aber nach der Beladung gaben beide Drähte die 
gleichen Werte. Ebenso ergebnislos verlief eine andere Meb- 
reihe, bei der die Drähte in abwechselnder Reihenfolge geglüht 


—— unbelsden 
beladen 


ee 


1) A. Coehn u. H. Jiirgens, a. a. O. 
2) A. Puodzinkynas, a. a. O. 
3) H. Kleine, Ztschr. f. Phys. 33. S. 391. 1925. Spee ah 


5) K. Bennewitz u. P. Ginther, Ztschr. f. phys. Chem. 3. 
S. 257. 1924. 


* 


4) Fr. Fischer, Ann. d. Phys. 20. 8. 503. 1906. wees ee 
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und wieder beladen wurden. Dies Verfahren mußte nach un- 
gefähr 20 maliger Wiederholung abgebrochen werden, da die 
Drähte durch die vielen Glühungen so spröde geworden waren, 
daß sie bei der geringsten Beanspruchung abrissen. Während 
nun die ersten Legierungen bis zu einem Goldgehalt von 
30°/, immer wieder die schon vorher gemessenen Werte gaben, 
waren die einzelnen Messungen nach Beladung und Glühung 
der Drähte der anormalen Legierungen 60/40; 50/50; 35/65; 
vollkommen voneinander verschieden. Selbst die qualitative 
Wirkung des okkludierten Wasserstoffs war nicht immer die- 
selbe. Manchmal bewirkte er Widerstandserhöhung, manchmal 
Widerstandsverminderung. Von der Wiedergabe einer Mef- 
reihe wurde abgesehen, da die Werte vollkommen regellos waren. 

Aus diesen Versuchen geht eindeutig hervor, daß man 
ohne weiteres nicht annehmen darf, der Wasserstoff übe eine 
widerstandsvermindernde Wirkung aus. Zur Erklärung muß 
man vielmehr annehmen, daß in den fraglichen mittleren 
Legierungssystemen der absorbierte Wasserstoff gleichzeitig 
eine Strukturänderung hervorruft. Dabei wirken wie überall 
die in dem Metalle gelösten Wasserstoffionen widerstands- 
erhöhend, während die Strukturänderung eine Widerstands- 
verminderung hervorruft, so daß im ganzen der Widerstand 
kleiner werden kann. 

Eine Erklärung für diese Tatsache geben die Angaben 
von B. Svensson?) in Verbindung mit denen von E. Vogt?) 
und J. O. Linde) Nach B. Svensson ist das Legierungs- 
system der Palladium—Goldlegierungen ternär aufzufassen mit 
den drei Komponenten: Au, Pd im diamagnetischen Grund- 
zustand !S, und paramagnetisches Pd, das sich nach A. N. Gou- 
thrie und L. T. Bourland*) in einem ®F-Zustand befindet. 
Durch die Wasserstoffbeladung verliert nach E. Vogt?), 
H.T. Biggs ) und J. Aharoni und F. Simon®) das Palladium 
proportional zur absorbierten Wasserstoffmenge seinen Para- 
magnetismus und geht in den diamagnetischen Grundzustand !S, 
über. Nach Anschauungen von J. O. Linde?) ist zu erwarten, 
daß die paramagnetische Komponente des Pd in den Legie- 
rungen eine stärker widerstandserhöhende Wirkung als die 
diamagnetische hat. Es ist also sehr gut möglich, daB bei den 


1) B. Svensson, Ann. d. Phys. [5] 14. S. 699. 1932. 

2) E. Vogt, Ztschr. f. Elektrochemie 37. S. 460. 1931. 

3) J.O. Linde, Ann. d. Phys. [5] S. 219. 1932. 

4) A.N.Gouthrie u. L.T. Bourland, Phys. Rev. 37. S. 303. 1916. 
5) H. T. Biggs, Phil. Mag. 6. S. 161. 1916. 

6) J. Aharoni u. F. Simon, Ztschr. f. phys. Chem. 4. S. 175. 1929. 
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von mir betrachteten Legierungen 60/40; 50/50; 35/65 die 
durch den Verlust des Paramagnetismus durch die Wasser- 
stoffabsorption erfolgte Widerstandsverminderung die durch das 
Vorhandensein der im Metallgitter gelösten Wasserstoffionen 
bedingte Widerstandserhöhung überwiegt, so daß im ganzen 
der Widerstand sinken muß, wie die Messungen auch tat- 
sächlich zeigen. Diese Annahme begründet auch das voll- 
kommen regellose Verhalten der mittleren Legierungsreihen; 
denn es ist sehr wahrscheinlich, daß nach den Glühungen die 
Legierungen nicht immer denselben magnetischen Zustand 
wieder erreichen. Es kann auch hiernach die von A. Puod- 
zinkynas!) vermutete Tatsache, daß nämlich der Wasserstoff 
immer widerstandserhöhend wirkt, aufrechterhalten werden. 
Daß die Effekte nicht mit denen der Pd—Ag - Legierungen 
parallel verlaufen, läßt schließen, daß diese sich in magnetischer 
Beziehung im beladenen Zustande in dem betrachteten Kon- 
zentrationsintervall anders verhalten. 

Die Legierung mit 20°/, Goldgehalt ergibt keine Anderung 
des Widerstandes bei Beladung. Nach Ansichten von E. Vogt?) 
miiBten wir es hier also mit einer rein diamagnetischen Le- 
gierung, die keinen Wasserstoff mehr absorbieren kann, zu tun 
haben. Da nun meine Messungen iiber den Halleffekt, ebenso 
wie die Untersuchungen von J. Schniedermann?) beweisen, 
daß die Legierung tatsächlich Wasserstoff absorbiert, muß man 
annehmen, daß auch hier ein geringer Teil des Palladiums im 
paramagnetischen Zustand vorhanden ist. Die geringe Menge 
des aufgenommenen Wasserstoffs bewirkt nun ieaseite eine 
Überführung des paramagnetischen in den diamagnetischen 
Zustand und damit eine Widerstandsverminderung, andererseits 
eine Widerstandserhöhung im Sinne der Theorie von Puod- 
zinkynas.®) Da sich nun aber keine Widerstandsänderungen 
nachweisen lassen, müssen sich die beiden Effekte aufheben. 
Für die Pd—Ag-Legierungen würde dieser Schluß ganz analog 
auf das System 70°/, Pd bis 30°/, Ag anzuwenden sein. Dieser 
Schluß steht in gutem Zusammenhange mit den Angaben von 
G. Borelius?), der die Gitterkonstante für wasserstoffbeladenes 


F. Krüger und A.Sacklowski®) haben die Gitterkonstante 


Palladium berechnete und einen Wert von 4.03 AE fand. 


1) A. Puodzinkynas, a.a.O. 

2) E. Vogt, Ztschr. f. Elektrochem. 37. S. 460. 1931. 
3) J. Schniedermann, a.a. O. 

4) A. Puodzinkynas, a. a. O. 

5) G. Borelius, Ann. d. Phys. 84. S. 747. 1927. IR 
6) F. Krüger u. A. Sacklowski, Ann. d. Phys. 78. S. 72. —_ 
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der Pd—Ag-Legierung 70/30 gemessen. Sie fanden einen Wert 
von 4,00 ÄE. Wie ich schon früher erwähnt habe und wie 
auch Coehn und Jürgens!) annahmen, sollten die Gitter- 
konstanten gleich sein. Nach Borelius ist aber das Gitter aa 
der Silberlegierung 70/30 tatsächlich kleiner als das des ge- 8; 
sättigten Palladiums, es ist daher auf Grund des Vegard- 
schen Gesetzes eine Erweiterung durch Wasserstoff möglich. 
Die Legierung kann absorbieren und zwar bewirkt die auf- 
genommene Gasmenge die Gittererweiterung von 


4,03 — 4,00 = 0,03 ÄE. a a 
§ 7. Anwendung auf die Theorie von Sommerfeld wert : 


Die Sommerfeldsche*) Elektronentheorie der Metalle, 
aufgebaut auf die Fermistatistik, bestätigt im allgemeinen für 
Halbleiter die Formeln der klassischen Theorie, während sie 
für Metalle, als den entarteten Fall des Elektronengases, 
andere Beziehungen angibt. Zur Anwendung meiner Ergebnisse 
lasse ich zunächst die benutzten Formeln für den entarteten 
Fall folgen.*) 

Die Hallkonstante R ist bestimmt durch die Gleichung: 


1 
Die Leitfähigkeit o: 
3 h Sa 
Die mittlere Geschwindigkeit v,, der Elektronen ae EN 


5 m 4nG} 
Dabei bedeuten: 


R = Hallkonstante; e = Ladung des Elektrons in CGS = 1,59 - 
107% CGS; o = Leitfähigkeit in CGS; h = Plancksches Wirkungs- 
quantum = 6,55 - 10” Erg/sec; n = Anzahl der freien Elektronen; 
1(@) = freie Weglänge der Elektronen; m = Masse eines Elektrons = 
8,98-10—*8 g; v,, = mittlere Geschwindigkeit der Elektronen. G = Be- 
setzungszahl eines Quantenzustandes (für Elektronen = 2). 

Mit Hilfe dieser Formeln sind unter Benutzung meiner 
schon vorher angegebenen Werte folgende Tabellen berechnet 
wı rden. 

Die Tab. 5 zeigt vor allem deutlich die ausgezeichnete 
Stellung der Legierung mit einem Silbergehalt von 40 °/,. Für 
sämtliche Werte erreicht hier der Unterschied zwischen Be- 
ladung und Nichtbeladung ein ausgesprochenes Maximum. Beim 


1) A. Coehn u. H. Jürgens, a. a. O. 
2) A. Sommerfeld, Ztschr. Phys. 47. 8. 1. 1929. 
3) Vgl. auch W. Vogt, Ann. d. Phys. [5] 7. 8.186. 1930. 
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| Anzahl der Leitungs-| Freie Weglänge | Mittlere Geschwin- 


er 


elektronen n - 10” L(e) - 1077 | digkeit v,,- 10° 

vor nach vor nach | vor nach = 
10,41 10,41 398 | 237 | 13,09 | 13,09 
2 90 4,79 6,17 3,25 2,01 10,11 10,99 
80 | 3,57 4,61 2,81 1,85 9,16 9,98 
70 3,17 4,67 2,80 1,79 8,80 | 10,02 
60 251 | 490 3,27 1,70 7,92 | 10,24 
50 249 | 4,55 3,74 223 | 813 | 993 
40 2,53 | 4,29 8,17 9,16 
30 3,47 3,72 5,91 5,65 9,07 9,28 

20 | 4,67 4,67 6,56 6,56 9,94 994 — 
10 | 6,51 6,51 | 7,18 7,18 | 11,18 11,18 | 
| 759 759 | 445 445 1,77 | um 
Tabelle 6 
Palladium-Goldlegierungen 

' Anzahl der Leitungs- | Freie Weglänge | Mittlere Geschwin- 
Pd elektronen n 10*? - 1077 | digkeit v,,- 107 

lo vor | nach vor | nach | vor | nach 
100 | 1041 | 1041 4,89 285 | 13,09 | 13,09 
90 8,78 8,94 4,28 3,09 12,36 | 12,44 
85 5,98 6,51 5,06 3,87 10,88 .| 11,19 
7 5,13 8,28 4,20 3,01 10,34 | 12,13 
60 4,34 7,01 4,06 3,21 | 
50 3,96 5,69 3,96 3,44 9,48 10,70 
35 3,44 3,68 4,95 5,68 9,04 9,25 
20 aoe.) a8 7,73 7,54 9,94 | 10,06 
10 810 | 810 7,43 7,43 12,04 {| 12,04 
0 8,88 8,88 33,90 | 33,90 12,41 12,41 


_ Gold sind die Verhältnisse infolge der Anomalie der Leitfähig- 
_ keitsmessungen etwas verwischt. Auch quantitativ stimmen die 
_ gemessenen Werte gut mit den theoretischen überein. Z.B. gibt 
Sommerfeld!) für die freie Weglänge der Elektronen des 
reinen Silbers den Wert 1 (@) = 5,2-10-® cm an. Der gemessene 
Wert beträgt 1(0) = 4,45. 10° cm. Ebenso berechnet sich die 
ou Zahl n der freien Elektronen für reines Silber aus der Formel: 


nu ‚T,oschmidsche Zahl 
Atomgewicht 


zu: n = 5,9.1022, Der gemessene Wert beträgt n = 7,59 -1 


022, 


= 


1) A. Sommerfeld, Ztschr. f. Phys. 47. 8. 1. 1900, 
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Die Abweichungen haben ihren Grund darin, daß der theo- 
retische Wert des Halleffektes von dem gemessenen abweicht.!) 
Außerdem sind nach Sommerfeld?) die angegebenen Formeln 
nur Annäherungsformeln, da die zur Herleitung benutzte Gleich- 
setzung von Elektronenzahl und Atomzahl nur eine Schätzung, 
keine exakte Gleichheit ist. 

Aus den Tabellen ergibt sich, daß die Zalıl der Leitungs- 
elektronen und ihre mittlere Geschwindigkeit beim beladenen und 
unbeladenen Palladium die gleiche ist. Bereits P. Raethjen’) 
hat gefunden, daß der Halleffekt des reinen Palladiums sich 
bei der Beladung mit Wasserstoff nicht ändert. Es müßte dem- 
nach die Dichte der freien Elektronen in beiden Fällen dieselbe 
geblieben sein. Daraus folgt, daß auch die Thermokraft des 
beladenen Palladiums gegen das unbeladene Null sein muß, 
was aber mit dem Versuch im Widerspruch steht.*) $ 

Nach der Sommerfeldschen Theorie erhalten wir für die 
fiir den entarteten Zustand 


” 
@ = —--10-*. 


wo / die den En mit hie charakteristischen Geschwindig- 
keit zugeordnete de Brogliesche Wellenlinge = = ist, 
wo 5 sich nur wenig von der mittleren Geschwindigkeit unter- 
scheidet. Da aber, wie die Tabellen zeigen, auch die mittleren 
Geschwindigkeiten im beladenen und unbeladenen Zustand des 
Palladiums gleich sind, so wäre auch nach dieser Theorie die 
Thermokraft Null. Es klafft also hier ein Widerspruch zwischen 
Theorie und Erfahrung. Bei den Legierungen ist dies dagegen 
nicht mehr der Fall. 


§ 8. Zusammenfassung 


1. Der Halleffekt der unbeladenen Pd-Ag- Legierungen 
verliuft dem lichtelektrischen und thermoelektrischen Effekt 
genau parallel. Das Maximum liegt in allen drei Fällen bei 
40 °/, Silber. 

2. Bei den Pd—Au-Legierungen besteht dieser Parallelismus 
nicht; die Lichtelektrizität und die Thermokraft haben ihr 
Maximum bei 40°/, Au, der Halleffekt bei 65°/, Au. 

3. 3. Absorbierter W asserstoff erhöht den lichtelektrischen und 
thermoelektrischen Effekt, erniedrigt dagegen den Halleffekt. 

1) Vgl. G. Brillouin, Quantenstatistik, a. a. O. 

2) A. Sommerfeld, a.a. O. 

3) P. Raethjen, Phys. Ztschr. 25. S. 84. 1925. 

4) Vgl. auch W. Kaufmann, Phys. Ztschr. 24. 8.278. 1923, 
Annalen der Physik. 5. Folge. 18. Zr - 
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4. Bei der Beladung der Pd—Ag-Legierungen ändert sich 
der Halleffekt stark, erreicht ein kleines Nebenmaximum bei 
20 °/, Ag, nimmt darauf ab und hat sein Maximum bei 60°/, Ag. 
Ein Parallelismus dieser Kurve mit der des Photo- und Thermo- 
effektes, die ihr Maximum bei 40°/, Ag haben, besteht nicht. 
Die ausgezeichnete Stellung der Legierung mit 40°/, Ag bleibt 
aber auch bei der Hallkurve erhalten, wenn man die durch 
die Beladung hervorgerufene Anderung der Hall-EMK. be- 
rechnet; diese hat ebenfalls bei 40°/, Ag ihr Maximum. 

5. Die Hallkurve der beladenen Pd—Au-Legierungen ähnelt 
der der unbeladenen. Beide haben ein Maximum bei 65°/, Au. 
Ein Parallelismus mit dem Photo- und Thermoeffekt besteht 
hier nicht, aber es zeigt sich auch bei der Hallkurve die aus- 
gezeichnete Stellung der 40°/, Au-Legierung, wenn man die 
durch die Beladung erfolgte Anderung berechnet. Diese hat 
wie beim Photo- und Thermoefiekt ihr Maximum bei 40°/, Au. 

6. Bei den Pd-Au-Legierungen erniedrigt absorbierter 
Wasserstoff die Leitfähigkeit bis zu einem Gehalt von 30°/, Au, 
erhöht sie zwischen 30—80°/, Au, bei noch größerem Gold- 
gehalt ist er ohne Einfluß. Die Erhöhungen sind aber nicht 
immer rekapitulierbar, in manchen Versuchen wurden sogar 
kleine Verminderungen gefunden. Es wird dies darauf zurück- 
geführt, daß der Wasserstoff wie bei allen Metallen wider- 
standserhöhend wirkt, aber gleichzeitig indirekt durch Verände- 
rung der Struktur widerstandsvermindernd wirken kann. 

7. Die Auswertung der Sommerfeldschen Elektronen- 
theorie führt bei unbeladenem und beladenem Palladium zu 
einem Widerspruch mit der Erfahrung. Bei den Legierungen 
ist dies nicht der Fall. 


Zum Schluß sei mir gestattet, Herrn Geh. Reg.-Rat Prof. 
Dr.G.C. Schmidt für die Anregung zu dieser Arbeit und für 
die stete Hilfe bei Ausführung der Versuche meinen herz- 
lichsten Dank auszusprechen. 

Ebenso danke ich Herrn Dr. J. Schniedermann für 
seine beim Lösen vieler Fragen freundlichst gewährte Unter- 
stützung. 

Zu großem Dank bin ich auch der Helmholtz-Gesellschaft 
verpflichtet für Gewährung von Mitteln zur Durchführung der 
Versuche. 


ie Miinster i. W., Physikalisches Institut der Universitit. 
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Über den paramagnetischen Faradcyeffekt 
an Alaunen 


Von H. Kaufmann 
(Mit 5 Figuren) 


Inhaltsverzeichnis: Ziel der Versuche. — Methodik der 
Trennung von diamagnetischem und paramagnetischem Faradayeffekt. — 
Apparatur. — Messung bei tiefen Temperaturen. — Ergebnisse. — Fehler- 
grenzen. — Diskussion der Abweichungen von der Theorie. 


1. Einleitung 


Das übergeordnete Problem, dem auch diese Arbeit dienen 
will, ist: Welche Änderungen erfahren die charakteristischen 
Größen eines Atoms oder Ions, wenn es nicht mehr räumlich 
frei ist, sondern Gitterkräften vorgegebener Symmetrie aus- 
gesetzt wird? Charakteristische Größen sind hierbei die 
Energieniveaus und die Übergangswahrscheinlichkeiten. Will 
man aber zu deren Bestimmung die Methoden anwenden, die 
man bei Gasen benutzt, so stellen sich mancherlei Schwierig- 
keiten in den Weg: (Emission nur in Form von Fluoreszenz- 
und Phosphoreszenzspektren, Absorption wegen der großen 
Atomzahl/cem bei festen Körpern sehr stark, Unschärfe der 
Linien durch Veränderlichkeit des Kristallfeldes wegen der 
Wärmebewegung und schließlich mehrere Atomsorten in einem 
Körper.) 

Eine besondere Stellung nehmen nun die Kristalle ein, die 
paramagnetische Ionen (also solche mit nicht abgeschlossenen 
Schalen) enthalten, da es durch die Temperaturabhängigkeit 
des freien magnetischen Moments möglich ist, durch magne- 
tische Messungen Aussagen über diese eine Atomsorte zu 
machen. Wie van Vleck und seine Schüler !) gezeigt haben, 
ist es möglich, mit Hilfe der Betheschen Theorie?) aus Sus- 
zeptibilitätsmessungen die Lage der Grundterme zu bestimmen. 


1) W. Penney u. R.Schlapp, Phys. Rev. 41. S. 194. 1932; 42. 
S. 666. 1932; J. H. van Vleck, Phys. Rev. 41. S. 208. 1932. RE" = 
2) H. Bethe, Ann. d. Phys. (5) 3. S. 133. 1929. a 
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Aussagen über die höheren Terme oder über Übergangswahr- 
scheinlichkeiten sind daraus aber nicht zu gewinnen, dagegen 
Aussagen über die Symmetrie des Gitters, die ihren Einfluß 
in der magnetischen Anisotropie und den Abweichungen vom 
1/T-Gesetz zeigt. 

Zur Bestimmung der nächst wichtigen Größen, der Über- 
gangswahrscheinlichkeiten, können nun in Verbindung mit der 
Betheschen Theorie Messungen des Faradayeffekts dienen, 
wenn alle Terme schon bekannt sind, oder wenigstens nähe- 
rungsweise, wenn man die Terme des freien Ions benutzt, da 
ja die Termverschiebung durch das Kristallfeld meist klein gegen 

Abstand verschiedener Multipletts sein wird. Sind nämlich 
BE 7 Verdetkonstante = Drehung der Polarisationsebene 
pro Gauss und Zentimeter, 2 
n der mittlere Brechungsindex bei der Beobachtungs- 
frequenz, 
die gestrichenen Terme die angeregten, so ist nach Rosen- 
feld!) für den paramagnetischen Faradayeffekt 


V-S = 8n* 
c-n-h 


(M— M’)-I(L'J’ M’;LJM)-e ye 


y* (L’; L) / 
ni! J! 


nLJM 
Da für angeregte Zustände der Boltzmannfaktor sehr klein 
wird, kann man annehmen, daß sich alle Atome in Zuständen 
des Grundmultipletts befinden, und die Summation über n 
und L weglassen. 

Gegenüber Suszeptibilitätsmessungen sind Faradayeffekt- 
messungen viel weniger eindeutig, denn bei beiden mißt man 
zwar die Überlagerung der para- und dia-Effekte, aber bei 
den Suszeptibilitäten ist schon bei Zimmertemperatur der 
Paramagnetismus das 10° fache des Diamagnetismus, beim 
Faradayeffekt dagegen ist der para-Anteil bei gewöhnlichen 
Temperaturen größenordnungsmäßig gleich dem dia-Anteil. Man 
hat also beim Faradayefiekt wirklich eine Trennung von tem- 
peraturabhängigem und temperaturunabhängigem Teil vor- 
zunehmen und kann nicht etwa, wie bei Suszeptibilitäten, den 
zweiten vernachlässigen. Somit hat man Gurzustellen. 

(2) 

) L. Rosenfeld, Ztschr. f. Phys. 57. S. 835. 1929, oder Born- 

Jordan, Elementare Quantenmechanik, Berlin 1930. 
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wobei a den diamagnetischen Anteil aller Atome und den 
eventuellen temperaturunabhängigen paramagnetischen Anteil?) 
enthält, b/T der Anteil des eingelagerten paramagnetischen 
Ions ist. 

Da nun, wie noch angegeben wird, die Messungen bei 
tiefen Temperaturen einige Schwierigkeiten bereiten, man aber, 
um zu hinreichender Genauigkeit für b zu kommen, V äußerst 
genau messen müßte, was wegen der Kleinheit der Drehungen 
unmöglich ist, so ist ein anderer Weg gegangen worden, der 
dann möglich ist, wenn es zu dem paramagnetischen Kristall 
isomorphe gibt, bei denen statt des paramagnetischen Ions ein 
diamagnetisches eingelagert ist, und außerdem diese Atomsorte 
in großer Verdünnung vorhanden ist, so daß man ihren dia-Anteil 
als klein gegen den Gesamt-dia-Anteil vernachlässigen kann. 

Eine genügend große Verdünnung hat man außerdem 
nötig, damit man sicher ist, daß keine Austauschkräfte zwischen 
den paramagnetischen Ionen auftreten. Reduziert man nun die 
Drehungen zweier solcher zusammengehöriger Kristalle auf 
gleiche Molekülzahlen und damit auch Atomzahlen (pro Kubik- 


zentimeter) {es ist N = IL. d Dichte, M Molekulargewicht), 
so gibt die Differenz den paramagnetischen Anteil allein. Dieser 


Anteil ist dann auf Erfüllung des 1/T-Gesetzes zu prüfen, 


b=(V—a)-T müßte dann für jede Frequenz temperatur- 
unabhängig sein. 

Bisher ist der paramagnetische Faradayeffekt von Be- 
querel?) und de Haas?) eingehend untersucht worden nur 
an Mineralien, die Seltene Erden enthalten. Man weiß, ins- 
besondere aus Suszeptibilitätsmessungen an Seltene-Erden- 
Salzen, daß diese Atome (bis auf Nd, Pr) als frei betrachtet werden 
können, also keinem wesentlichen Einfluß des Kristallfeldes 
ausgesetzt sind. Interessanter für Versuche, die einen Beitrag 
zur Kristalltheorie bringen sollen, sind daher Salze, bei denen 
die für den Paramagnetismus verantwortlichen Elektronen 
direkt der Wirkung des Kristallfeldes ausgesetzt sind, also 
Salze der Eisenreihe, wo sich außerhalb von abgeschlossenen 
Schalen zwei oder drei 3d-Elektronen befinden. 

_ Untersucht wurden daher 


NH,Cr(SO,),-12 H,O, KCr(SO,), -12 H,O, 
2 


2) J. "Bequerel, Kunnlinch- -Onnes- ‘Festschrift. 
3). J. Bequerel, W. J. de Haas, Ztschr. f. Phys. 57. S. 11. 1932. 
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und für Ermittlung des dia-Anteils die zugehörigen Alu- 
miniumalaune, die alle regulär kristallisieren. Bei diesen 
Kristallen sind auch die oben aufgestellten 
Bedingungen erfüllt. Die nötige Verdünnung 

der Ionen, auf die es ankommt (Cr**, Fe?*) 

ist gesichert, und ferner ist tatsächlich der 
beobachtete dia-Anteil zum größten Teil 
den Wassermolekeln und Sulfationen zu- 
zuschreiben. Rechnet man nämlich die 
Verdetkonstante mit den Molekelzahlen, wie 

sie im KAl-Alaun sind, für 12H,0+2H,SO, 

aus, so erhält man mit den im Landolt- 
Börnstein (S. 1011—1018) angegebenen 
Werten (1,41 + 0,26)- 10”? Min./Gauss-cm 

= 1,67-10-? Min./Gauss-cm bei 5000 AE, 
während der KAl-Alaun V=1,76-107? 
Min./Gauss-cm gibt. 

Festzustellen war dann, ob dieser 
paramagnetische Anteil in ähnlicher Weise 
von der Orientierung der Kristallachsen 
zum Magnetfeld abhängt, wie es Schnetz- 
ler!) mit dem Zeemaneffekt der „ver- 
botenen“ Cr3*-Übergänge, die scharfe Linien 
bei 6700 ÄE geben, festgestellt hat. Es 
wurde zu diesem Zwecke in Richtung der 
dreizähligen, der vierzähligen und der 
 zweizähligen Achse beobachtet. 


Versuchsanordnung 


M 


Fig. 1. 


| 

| 

| 
<> 


A MN 


2. Apparatur 


Die Methode, die Drehung durch 
Verschiebung der Interferenzstreifen eines 
Drehquarzes gleich im ganzen Spektrum?) 
zu messen, wurde anzuwenden versucht, 
führte aber, da es sich hier nur um 
sehr kleine Drehungen handelt, zu keinem 
positiven Ergebnis. So wurde denn eine 
Halbschatteneinrichtung für visuelle Beobachtung benutzt. Die 
Anordnung ist in großen Zügen aus Fig. 1 zu ersehen. 

Der Teilkreis des Analysators A gestattete durch Mikro- 
meterfeintrieb und Nonius noch die Ablesung von Minuten. 
Als Halbschatteneinrichtung diente eine Nakamuraplatte N, 


Spalt 


—) 


Spektrograph 
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ss) K. Sehnetzler, Ann. d. Phys. 10. S. 373. 1931. EB 
2) H. Senftleben, Ann. d. Phys. [4] 47. S. 949. 1915. 
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deren Hälften + 2° 40,5’ drehten. Es wurde visuell mit einem 
Hilgerspektrographen beobachtet, durch dessen Wellentrommel 
die Einstellung auf bestimmte Wellenlängen besonders bequem 
war. Der Spalt war ziemlich weit geöffnet, da die Intensität 
wegen der gekreuzten Nicols schon sehr klein war, und die 
Cr-Alaune außer im Rot, wenn nicht alles, so doch sehr stark 
absorbieren. Die Trennungslinie der Nakamuraplatte wurde 
scharf auf den Spalt abgebildet. Der Magnet M, zwischen 
dessen durchbohrten Polschuhen der Kristallhalter sich befand, 
war von der Institutswerkstatt gebaut und lieferte bei 7 Amp. 
und 6 mm Polabstand 20000 Gauss. Als Lichtquelle wurde 
ein Kohlebogen benutzt, dessen Krater in schwach konver- 
gentem Strahl nach H abgebildet wurde. 

Einige Schwierigkeiten machte die Kühlung der Kristalle. 
Ein Eintauchen in flüssige Luft war unmöglich, da das leise 
Sprudeln der Luft eine genaue Schattengleichheitseinstellung 
unmöglich machte, und wegen 
des Sprudelns auch der Anteil 
der stark paramagnetischen 
Luft an der Drehung nicht 
h eliminiert werden konnte. So 
wurde alsKristallhalterein am 
Ende eingesägter und durch- 
bohrter Kupferstab (8 mm 
Durchmesser), der in flüssige ve 
Luft tauchte, benutzt (Fig. 2). aan 
Durch mehroder weniger tiefes 
Eintauchen war eine einfache 
Temperaturregulierung möglich. Die Backen, zwischen denen 
der Kristall saß, trugen außen Korkscheiben, so daß der 
Halter nahezu an den Polschuhen anlag, aber wärmeisoliert 
dagegen war. Es sollte dadurch möglichst weitgehender Ab- 
schluß des Kristalls von der Zimmerluft bewirkt werden, um 
das lästige Beschlagen des Kristalls mit Wasserdampf an den 
Endflächen herabzusetzen. Die Innenräume der Polschuhe 
waren an den Stirnflächen abgeschlossen und durch P,O, 
trocken gehalten. 

In dem Schlitz wurde zur Temperaturmessung neben dem 
Kristall ein Kupfer-Konstantanthermoelement angebracht, dessen 
andere Lötstelle auf 26° C gehalten wurde. 

Die Kristallblättchen wurden aus vollkommen ausgebildeten 
Oktaedern geschnitten, die durch Umkristallisieren der käuf- 
lichen Präparate erhalten wurden. Beim Eisenalaun ist auf 
langsame Verdunstungsgeschwindigkeit zu achten, um rissefreie 


oa Fig. 2. Der Kristallhalter 
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Kristalle zu bekommen. Auf sauberen Bau der Kristalle (Löcher, 
__ Einschlüsse, Risse) muß man besonders achten. Ein besonders 
schlechter Aluminiumalaun, der eine Reihe sehr kleiner Löcher 
enthielt, gab kaum ein Viertel der gewohnten Drehung. Die 
Blättchen wurden senkrecht zur [111]-, [011]- oder [001]-Rich- 
tung geschnitten. Die Orientierung war beim Schleifen einfach, 
da ja die Kristalle alle gut idiomorph gezüchtet waren, und 
man so in der Regelmäßigkeit der entstehenden Schleifquer- 
schnitte ein bequemes und schon ziemlich genaues Kontroll- 
mittel für die richtige Orientierung hat. Bei doppelbrechenden 
Kristallen genügt das natürlich nicht, bei den Alaunen ist 
man aber von vornherein dadurch begünstigt, daß sie regulär 
kristallisieren, und daher die Einhaltung der Achsenrichtung 
nicht so kritisch ist wie bei optisch ein- oder zweiachsigen 
Kristallen. Geschliffen wurde erst grob auf Schmirgelleinen 
verschiedenen Korns, dann mit Wasser auf einer matten Glas- 
platte und schließlich trocken auf dieser Platte. Die Plan- 
parallelität konnte mit genügender Genauigkeit mit der Mikro- 
meterschraube kontrolliert werden. 

Die zur Beobachtung giinstigste Dicke der Kristallplatten 
wurde bei den Chromalaunen zu etwa 1,15 mm gefunden. 
Darüber ermüdet das Auge sehr schnell, darunter leidet die 
Meßgenauigkeit, da die Drehungen unter 1° liegen. 

Die Eisen- und Chromalaune zerfallen bei den Beob- 
achtungen ohne Kühlung im Licht der Bogenlampe infolge 
der Erwärmung sehr leicht, und man muß daher unbedingt 
Cu(SO,)-Filter benutzen, und im Blau dann die Beleuchtungs- 
dauer möglichst kurz machen. 


3. Ergebnisse 


Alle Messungen wurden mit einer Feldstärke von 20300 Gauss 
ausgeführt. Durch Umpolung des Magneten wurde jedesmal 
die doppelte Drehung gemessen. Hieraus wurden dann die 
Verdetkonstanten in Min./Gauss-cm berechnet und als Rota- 
tionsdispersionskurven (a—d) für T = 299° K in Figg. 3—4 auf- 
getragen. Um zu zeigen, wie diese Ergebnisse erhalten wurden, 
ist eine Meßreihe für KAl-Alaun in Tab. 1 angeführt. 


Zu bemerken ist, daß der Eisenalaun schon bei Zimmer- 
temperatur negative Gesamtdrehung zeigt, der paramagnetische 
Anteil also den diamagnetischen überwiegt. Dabei ist, wie 
üblich, eine Drehung als positive bezeichnet, wenn die Drehung 
mit der Stromrichtung im Magneten erfolgt. Wie sich aus 
der genaueren Betrachtung der Formel für die Drehung zeigt, 
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Tabelle 1 
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Mmuten 
Bauss-cm | 


050 


C | 

T T — 


AE 4900 5300 | 5300 | 5500 | 5700 
Drehung (dopp.) in Min. | 96 81 s9 | 7 | 765 
' Dicke des Kristalls 2,58 2,58 2,80 | 2,58) 2,80 
V in Min. pro Gauss-cın | 1,83-10=2| 1,55 1,57 1,42| 1,35 
Orientierung... ..... 011 011 001 | 01 
ÄE 5800 | 6000 | 6200 | 6290 | 6300 | 6400 
Drehung (dopp.) in Min. | 67,5 | 63 58,5 | 61 56 
Dicke des Kristalls 2,58 | 2,58 | 2,58 | 2,80 | 2,58 | 2,58 
V in Min. pro Gauss-cm | 1,29 1,20 | 1,12 | 1,07 | 1,07 | 1,05 
Orientierung... .....; 011 O11 , O11 | 001 | O11 | O11 
3 a 
b 


7:299 


ist es übrigens nicht notwendig, daß der paramagnetische 


4800 5000 5200 5400 3600 5300 6000 6200 E400 6600 
Fig. 3. Verdetkonstanten als Funktion der Wellenlänge 


Faradayeffekt negative Richtung hat. 


Die Kurven c, d für die Aluminiumalaune zeigen die 
Werte, die man erhält, wenn man die Meßwerte auf die jewei- 
lige Molekelzahl des paramagnetischen Alauns umrechnet. In 
Tab. 2 sind diese Zahlen angegeben. 
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Fig. 4. Verdetkonstanten als Funktion der Wellenlänge 


Tabelle 2 


Zahl der Molekeln (des dreiwertigen Ions)/eem 


| NH,Al— KCr— NH,Cr— 


2,24-10% 220-10% | 2,22. 10% | 218-10% | 2,15. 10% 


oe Zur Berechnung von b ist zunächst die übliche Methode 

gegeben, V als Funktion von 1/T aufzutragen, wobei dann b 

direkt durch die Steigung gegeben wird. Das wurde beim 
Eisenalaun durchgeführt und ergab für: 


_ Annalen der Physik. 5. Folge. Band 18. 1933 
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4900 AE, a = 1,82 - 10? Min. /Gauss-cm, 


b = 6,6 Min. Grad/Gauss-cm. 


Bei der geringen Zahl der MeBpunkte hinsichtlich T ist aber 
bei den Chromalaunen nur die anfangs geschilderte Methode 
anwendbar. 

Die Größen b sind in Tab. 3 aus den Kurven 3 und 4 
berechnet und in der Fig.5 aufgetragen. Dabei ist T = 299° K. 
Aus den Messungen, die bei tieferen Temperaturen gemacht 
wurden, wurden wieder die Größen b berechnet und in Fig. 5 
mit A für (111), o für (011), e für (001) eingetragen. 


Tabelle 3 


Berechnung der b aus den bei Zimmertemperaturen erhaltenen Kurven 


NH,Fe-Alaun 
V(NH,Al—) 


ÄE 
b/T 


1,90-10-* | 8, 

1,74 

1,60 

1,49 

1,38 

1,29 

1,20 

1,12 

1,04 

| — 0,00 0,98 
Um noch ein anschauliche Bild 
für die Änderung der Drehung bei 
tiefen Temperaturen zu haben, wurde 
folgendes Verfahren eingeschlagen: 
Da es schwer war, die Temperatur zu 
reproduzieren, wurde auf die genaue 
Temperatureinstellung kein Wert ge- 
legt. Die Messungen wurden dafür 
nach folgendem Verfahren auf ein- 

heitliche Temperatur korrigiert. 

Aus Gl. (2) folgt: 


b 


In diese Korrekturformel wurde der 
aus der Zimmertemperatur folgende Fig.5. Die durch Gl. (2) — 
Wert von b eingesetzt, um die einige Be b 
Grad betragenden 2) KCr-Alaun 


herauszukorrigieren. 3) NH,Cr-Alaun 
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we Die Probe auf die Giiltigkeit des Gesetzes (2) bestiinde 
er darin, daß die aus tiefen und hohen Temperaturen ermittelten 
_ Größen b übereinstimmen. Wieweit dies der Fall ist, zeigen 
aber schon die Meßpunkte in Fig. 5. 


4. Meßgenauigkeit 

Die Größe der Drehungen lag zwischen 20’ und 4°, die 
Fehlergrenze hing stark von der Helligkeit ab und war daher 
bei den stark absorbierenden Chromalaunen größer als bei den 
- Aluminiumalaunen und den Eisenalaunen. Sie war bei diesen 
+2‘, bei den Chromalaunen +5’. Der relative Fehler ist 
im Blau kleiner als im Rot; es wird die größte Fehlergrenze 
angegeben. Der wahrscheinlichste Gesamtfehler der Verdet- 
konstanten ist: 

1°/, + 1°/, + 5°, 
Feldstirke Dicke Drehung 


bei derselben Feldstärke gemacht wurden. Die Feldstärke 
wurde mit einer vorhandenen Probespule und einer selbst- 
gefertigten gemessen. Die Meßwerte stimmten auf 1°/, überein. 
Dennoch liegt aber, wenn man eine Anisotropie wie beim 
Magnetismus!) von etwa 2°/, erwartet, diese innerhalb der 
Fehlergrenze, so daß darüber keine Entscheidung möglich ist. 
b ist bei den Chromalaunen eine kleine Differenz zwischen 
zwei großen Größen, also mit einem sehr großen Fehler be- 
haftet. Beim Eisenalaun liegen die Verhältnisse besser, und 


& 


anders zu erwarten ist. Die Erfüllung des 1/T-Gesetzes für 
den paramagnetischen Teil ist gut. Auch bei den Chrom- 
alaunen ergaben viele bei verschiedenen Temperaturen aus- 

geführte Messungen übereinstimmende Werte von b, so daß 
jedenfalls für temperaturunabhängige paramagnetische Dreh- 
ungen kein beachtenswerter Rest verbleibt. 


5. Diskussion 
a) Allgemeiner Vergleich mit der Theorie 
Der Anteil, der nur den paramagnetischen Ionen an- 


gehört, ist nun zwar abgetrennt, und man könnte versuchen 
(für eine erste Näherung), darauf die von Rosenfeld?) für 


1) J.H. van Vleck, Phys. Rev. 41. 8.208. 1982 


| 
. die Fehlergrenze für die b ist hier + 5°/,. Innerhalb dieser 
= Grenze ist jedenfalls keine Anisotropie zu bemerken, wie es ja 
= 
& 
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Atome gegebene Theorie des Faradayeffekts anzuwenden. Die 
außerordentlich großen Termaufspaltungen im Kristallfeld beim 
Cr***}) würden zwar für die Anwendung der für freie Atome 
gegebenen Formeln kein Hinderungsgrund sein, aber zwei ent- 
scheidende Gründe stehen gegen die Anwendung dieser Formeln: 
1. wird die strenge Gültigkeit der schon beim freien Atom 
nicht immer erfüllten Hönl-Kronigschen Intensitätsformeln 
vorausgesetzt; 2. liegen aber im Kristallfeld in bezug auf 
Auswahlregeln und Intensitäten ganz andere Verhältnisse als 
im freien Atom vor. 

Man muß daher auf die Theorie von Bethe?) zurück- 
greifen, die den bisher einzigen Versuch darstellt, die Gitter- 
kräfte zu berücksichtigen. Bethe findet durch Ausreduktion 
der Kugeldrehgruppe nach der Oktaedergruppe, daß nur noch 
fünf Darstellungen möglich sind: zwei eindimensionale (J), /,), 
eine zweidimensionale (J) und zwei dreidimensionale (7', 7,). 
Also müssen im Kristallfeld alle mehr als dreifach entarteten 
Terme, d.h. vom D-Term an, aufspalten. Ein F-Term spaltet 
danach in 7,, J, I, auf. Man wird es für Atome der Eisen- 
reihe mit mittleren Kristallfeldern®) zu tun haben, wie auch 
die Rechnungen von Penney und Schlapp bestätigen. D.h. 
also: die Spin-Bahn-Kopplung wird aufgebrochen, die Kristall- 
aufspaltung ist groß gegen die Multiplettweite, aber klein 
gegen den Abstand verschiedener Multipletts. Dann ist also 
zuerst die Darstellung ®, nach den J; auszureduzieren und 
dann sind die J, und D, zusammenzusetzen. 

Liegt kubische Symmetrie vor, so lassen sich die richtigen 
Eigenfunktionen nullter Näherung angeben, was ein außer- 
ordentlicher Vorteil gegenüber anderen Symmetrien ist. 

«) Eigenfunktionen für S- und P-Terme bleiben erhalten, 
und somit kann man bei Übergängen z. B. *“S—®P wie beim 
Fe***_Jon rechnen, als ob man ein freies Ion vor sich hätte. 

6) Die Eigenfunktionen, die zu den aus D-, F-, G-Termen 
entstehenden Termen gehören, kann man aus der Tabelle auf 
S. 165—167 von Bethe, a. a. O., entnehmen. 

_ Während so bei Chromalaunen einerseits die theoretischen 
Übergänge so mannigfaltig sind, daß man bei der Unsicherheit 
der Intensitäten jedes Resultat erhalten kann, andererseits die 
experimentellen Ergebnisse mit ziemlicher Unsicherheit behaftet 
sind, so daß sich ein eingehender Vergleich noch nicht lohnt, 
ist dies beim Eisenalaun sehr wohl der Fall; denn man kann 


1) W. Penney u. R. Schlapp, Phys. Rev. 42. S. 666. 1932. 
2) H. Bethe, a.a. O. ee 
3) H. Bethe, a. a. O., 8. 135, Fall 2. 
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beim Eisenion näherungsweise so rechnen, als ob es frei ist, 
was jedenfalls beim Chromion mit seinem *F-Grundzustand 
sicher nicht erlaubt ist. Man weiß aus Suszeptibilitätsmessungen 
und den Überlegungen Penney und Schlapps, daß der Grund- 
zustand des Cr*** in kubischen Kristallen ein 7,-Zustand 
ist, also, was die Bahn betrifft, unmagnetisch (nur der Spin 
trägt zur Suszeptibilität bei!), man braucht aber die Intensi- 
täten, die man jedoch wohl nur mit geringer Genauigkeit und 
den Betheschen Näherungsfunktionen erhalten dürfte. Man 
hat also beim Eisenalaun am ehesten die Berechtigung, die 
Formeln von Rosenfeld anzuwenden. 


Be A b) Numerisches zum Eisenalaun 
Be Allerdings soll nun ein S-Zustand gerade gar keinen 
Be Effekt bei (Z,S)-Kopplung geben (vgl. Formel 25 bei Rosen- 


feld. Von Gilroy’) ist das Fe IV- -Spektrum analysiert und 
für die Übergänge vom Grundzustand angegeben worden: 


Tabelle 4 
Term A | v 
«| 172 829 
= 5768 40 173 368 
_ | 574,5 50 | 174 061 


? Rechnet man nun die Intensitäten nach den Hönl- 
_ Kronigschen Formeln aus, so ergibt sich folgender Vergleich: 


_Tabelle 5 
Ep. | 0,05 1 1,25 
5 Theor. 0,84 1 1,33 


; Man kann nun diese experimentellen Intensitätsverhält- 
nisse benutzen, um den dort vorhandenen Effekt zu erklären. 
Zi Rosenfeldsche Formel wird nach einigen kleinen Modifi- 
 kationen (experimentelle statt theoretischer Intensitäten können 
eingesetzt werden): 


1 
n’L’ J’ 
| .0(J J): 


(Wegen der Bezeichnungen vgl. L. Rosenfeld, a. a. O., ebenso 
wegen der Voraussetzungen, unter denen die Formel nur gilt.) 


H. Gilroy, Phys. Rev. 38. S. 2217. 1931. 
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st, Die dort auftretenden Größen gq, die für die Verhältnisse 
nd der Zeemankomponenten maßgebend sind, wird man dabei > 
en als richtig annehmen müssen, die Cp? aber, die von den a? 
d- Kopplungsverhältnissen abhängen, sollen aus den Intensitäts- Re 


nd verhältnissen berechnet werden. Mit J = $ ergeben sich für 


in die Summen a (J’ M’; JM) aus den bekannten Formeln für — 
wenn man >I (J M’; J M) = 1 setzt: 
an JM) = 3,20, 
lie SI(J — 1,M'; J M) = 1,14. 
Damit ergeben sich aus den oben angegebenen gemessenen ER | 
en | ‚L; $,L 1, 
| pg, §, = 0,39. 


Da fir Fe*** die Stonersche Formel 


25 
(6) = .48(S +1) 


gilt, so wird, da 0 (§ $) = 1, 0 (3 3) = 4, o 
1 


1 Ho D 5 
1. + 4.0,04 — 8-0,39} C (L’ L 

~ — 3KkT' 
Somit wird aus (1) für die pers Verdetkonstante _ 


82? N 
(8) Vous = -1,97-C(L' D). 


Darin stecken nun noch die C(L’L), die z.B. fir L’'= sins 
mit den Oszillatorenstirken f Pade 


It- 

Seth f(L+1,L) 

4. (9) m, »(L+1,D "4L+1)@L+3) 

en zusammenhängen. Mit Einführung der in Min. Grad/Gauss cm 
gemessenen Größe b ergibt sich jetzt eine Gleichung für f (1,0): 

-1,97-4-f(1,0), f (1,0) = — 5,06. 

- Negative Oszillatorenstärke ist nun allerdings sinnlos. 

It.) Aber man hat zu beachten, daß die benutzten Intensitäten nur 


geschätzt sind und leicht falsch sein können. Sicher ist davon 
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wohl nur, daß der ®Ps,, — ®S,, - Übergang schwächer als 
: a — °S., ist, und nicht stärker, wie es nach den Intensitäts- 
 formeln sein sollte, und dann wäre eine Oszillatorenstärke der 
Größenordnung 1 schon erklärbar. Setzt man also nur die 
empirischen Intensitäten ein, so erhält man für den para- 
magnetischen Effekt dasselbe Vorzeichen wie für den diamagne- 
tischen. Wenn man aber bedenkt, daß es sich hier nur um 
geschätzte Intensitäten handelt, ist diese Abweichung nicht zu 
u schwer zu nehmen; denn würde man statt 0,05 0,4 setzen, 
was auch noch weit unter dem theoretischen Wert liegt, so 
erhielte man schon ein positives f der Größenordnung 1. 


a >; Es wurde der Faradayeffekt an regulärem Cr- und Fe- 

Alaunen experimentell untersucht. Durch Vergleich mit den 
isomorphen Al-Alaunen konnte der paramagnetische Anteil isoliert 
werden. Der Vergleich der Resultate mit der Theorie ergibt: 

‘a ‘ Das Fet*+*-Jon, das sich in einem "8-Zustend befindet, 


verhältnismäßig großen Anteil. Rechnet man mit den empiri- 
a schen Intensitäten, so ist auch noch keine Übereinstimmung 
zu erzielen, es ist "aber zu beachten, daß auch diese Intensi- 
täten nur geschätzt sind. 

A W ährend S- und P-Zustände nach der Betheschen Theorie 
er = in erster Näherung vom kubischen Feld nicht beeinflußt werden, 
ei ist das bei den D-, F-,G-Zuständen sehr wohl der Fall. Der 
Effekt ist beim Cr- Alaun so klein, daß man die Bahnentartung 
als völlig aufgehoben ansehen könnte, wenn man die Theorie 
für freie Atome anwenden würde, was dann in Übereinstimmung 
mit den Suszeptibilitätsmessungen wäre. Die Zahl der Über- 
gänge ist beim Cr-Ion so groß, daß man durch Verfügung 
über die Intensitäten sehr weiten Spielraum hat. Ein Ver- 
gleich lohnt sich daher nicht. 


“ar ee Die vorliegende Arbeit wurde im Physikalischen Institut 
der Universitit Jena ausgefiihrt. Die Anregung gab Herr Prof. 
Joos, dem ich hierfiir, far die Leitung und sein förderndes 
Interesse sehr zu danken habe. Ebenso gilt mein Dank Herrn 
 @eh.-Rat M. Wien für die Bereitstellung der Mittel des Instituts. 
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Dynamische Reflexion von Röntgenstrahlen 
an idealen, insbesondere absorbierenden Kristallen 


§ 1. Einleitung 


Die dynamische Theorie der Röntgeninterferenzen wurde 
von ©. G. Darwin, P. P. Ewald und I. Waller’) entwickelt. 
3 Diesen Arbeiten liegt die gemeinsame Vorstellung punkt- 
förmiger Verteilung des Streuvermögens über die Basiszelle 
zugrunde. Durch die Umgestaltung der dynamischen Theorie 
durch M. v. Laue?) wurde die dynamische Theorie den An- 
schauungen der modernen Atomphysik angepaßt. Die Ver- ye 
teilung des Streuvermégens über die Gitterzelle ist kontinuier- B, 
lich und eine dreifach periodische Raumfunktion, entsprechend 
der räumlich periodischen Kristallstruktur. Während die Er- 
gebnisse der neuen Form der dynamischen Theorie mit denen 
der ursprünglichen dynamischen Theorie in vielen Punkten 
formal übereinstimmen, sind doch deren Methoden vielleicht 
allgemeiner und durchsichtiger. 

Bei Ewald und v. Laue ist die Lösung des Reflexions- 
problems nur für nichtabsorbierende Kristalle durchgeführt. 
Die Absorption ist schon in verschiedenen Formen von Dar- 
win, Waller, Lohr und Prins‘) in Rechnung gesetzt worden. 
Hier soll nun die neue Form der dynamischen Theorie auf 
die Reflexion an absorbierenden Kristallen angewandt werden, 
und zwar im Gegensatz zu Darwin, Waller und Prins so, 
daß ganze Bereiche der Zelle als absorbierend betrachtet 
werden, wie es der Atomtheorie entspricht. Gegenüber Lohr 
besteht insofern ein Unterschied, als dieser die Absorption in 
der ganzen Zelle als konstant ansieht. 


) C.G. Darwin, Phil. Mag. 27. S. 675. 1914; P.P. Ewald, Ann. 
d. Phys. 54. S. 519. 1917; I. Waller, Diss. Upsala 1925. 
2) M. v. Laue, Erg. d. exakten Naturwissensch. 10. 1930. 
3) E. Lohr, Wiener Berichte 133. S. 517.1924; J. A. Prins, Ztschr. 
f. Phys. 63. S. 477. 1930. 
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Die Betrachtungen zerfallen in zwei Teile. Erstens wird 
über die komplexe Streufunktion nur vorausgesetzt, daß auch 
ihr imaginärer Teil dreifach periodisch ist. Zweitens werden 
atomtheoretisch nähere Angaben über diese Ortsfunktion ge- 
macht, und daraus am Beispiel des ZnS unter ‚Benutzung der 


winkel. Selbstverständlich ist das Reflexionsvermögen nur in 
_allernichster Nähe des Braggschen Winkels vorhanden. Die 
+ Theorie beschäftigt sich gerade mit den Ab- 
weichungen von der Aussage der geometrischen Theorie, daß 
es nur beim Braggschen "Winkel auftritt. Die Reflexions- 
 kurren unterscheiden sich wesentlich für absorbierende und 
nichtabsorbierende Kristalle. 
+ 


§ 2. Wegen der Unzugänglichkeit der Originalmitteilung Er. 
für manchen Leser und zum besseren Verständnis des Folgenden 
möge die neue Form der dynamischen Theorie kurz skizziert werden: 


Die Ewaldsche Theorie beruht auf der alten Vorstellung, 
daß jedes Atom wie ein punktförmiger Oszillator auf eine elek- 
trische Welle anspricht. Nach der heutigen Vorstellung, die im 
Gebiet der Röntgenstrahlen durch die Bestimmungen der Form- 
faktoren der Atome eine starke Stützung gefunden hat, erfüllen 
aber die negativen Ladungen in der Umgebung eines Atomes 
einen Bereich von derselben Größenordnung wie die Röntgen- 
wellenlängen und die Gitterkonstanten der Kristalle. Die neue 
dynamische Theorie nimmt deshalb eine stetige Verteilung der 
negativen Ladungen an. Über die positiven Ladungen kann 
sie ohne Rücksicht auf die Wirklichkeit mit großer Willkür 
_ verfügen, weil diese von den Lichtwellen so gut wie gar nicht 
verschoben werden. Zweckmäßig ist es, sie so verteilt zu denken, 
ER daß sie in jedem Punkte die negativen Ladungen genau kom- 
_ pensieren, solange kein störendes äußeres Feld die letzteren 
in Bewegung setzt. Für das elektromagnetische Schwingungs- 
i feld ist diese Annahme über die positiven Ladungen völlig be- 
- langlos. Nur das elektrostatische Feld im Innern des Kristalls 
BL a davon beeinflußt. Aber von diesem Feld spricht man in 
der Theorie der Röntgeninterferenzen nie. 
ag Unter dem Einfluß einer Lichtwelle bekommt jedes Volum- 
element eine Polarisation, deren Stärke bei vorgegebener Am- 
plitude der Lichtwelle durch eine Dielektrizitätskonstante ge- 
messen wird. Diese Konstante ist aber von Punkt zu Punkt 
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verschieden groß, sie ist eine dreifach periodische Raum- 
funktion. Diese Form der Theorie hat den Vorteil, daß sie 
mit den Maxwellschen Gleichungen für ruhende Körper 
auskommt. 

Es seien nun @,, a,, a, die primitiven Translationen des 
Gitters, und b,, b,, b, die Grundvektoren des reziproken 
Gitters, so gelten die Beziehungen: 


(1) (a; b,) = u k= 1, 2, 3). | 


Die Dielektrizitätskonstante e ist nach früheren Bemerkungen age 
eine dreifach periodische Funktion des Raumes mit den Gitter- 
translationen a,,a,, a, als Perioden. Dieselbe Eigenschaft hat 


dann auch die Funktion y = 1 — — Ganz allgemein sei 
demnach: 


3 
| j=2ni,b, = +; m,6,, t Radiusvektor zum Aufpunkt) . 


a=1 


Der Index m ist eine abkürzende Bezeichnung für die drei 
Indizes m,, m,, m,. Die Fourierkoeffizienten w, berechnen 

(Gitterzelle) 2 


w, ist als Strukturfaktor für dasInterferenzmaximum(m,,m,,m, 
zu deuten. Davon überzeugt man sich leicht, indem man (3) 
mit dem fiir den Strukturfaktor bei diskreten Streuzentren A 
gültigen Ausdruck vergleicht. Im Falle nichtabsorbierender 
Kristalle, also bei reellem & und yw ist w, konjugiert komplex 
zu Wem, oder 


(4) Wm ist reell. 


Diese Beziehung spricht den Friedelschen Satz aus, wonach 
eine Vorzeichenumkehr der Indizes m,,m,,m, eines Inter- 
ferenzstrahles dessen Intensität nicht beeinflußt, wenn auch 
der einfallende Strahl umgekehrt gerichtet ist. Ist komplex 
(absobierende Kristalle), so braucht der Friedelsche Satz 
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nicht mehr zu gelten.!) Tatsächlich sind auch schon Ab- 
weichungen von diesem Satze festgestellt worden.) 

Er Die Maxwellschen Gleichungen für ruhende Körper 
lauten 
rot rot €=— div 


_ Wie schon erwähnt, sollen die schweren positiven Ladungen 
so verteilt gedacht werden, daß die elektrische Ladungsdichte 
= a ohne äußeres Feld überall Null ist, so daß also auch 

divD=0. 

Be Feld im Innern des Kristalles setzen wir aus ebenen 


Wellen derselben Frequenz » zusammen. Von der Doppler- 
verschiebung und der Comptonstreuung wird 


Mit dem Ansatz 

(8, ein verfügbarer 

RK, + b,, = Ky + m, b, + m, b, + m, by 


sind, wie die Rechnung zeigt, sämtliche Maxwellschen Be- — 
ziehungen erfüllt, wenn für alle Indizes m gilt: ve 


al 


8 


qa—eo 

Dz rm) bedeutet die zu 8, senkrechte Komponente von D,- E | 

Dieses unendliche System linearer homogener Gleichungen 
stellt eine Verallgemeinerung der Ewaldschen Grundgleichung 
dar. Man vermag sie immer nur angenähert zu lösen, indem 
man eine endliche Zahl von Wellen ®, als mit merklicher 
Intensität vorhanden ansieht. Als Auswahlprinzip der merk- 
lich vorhandenen Strahlen aus den unendlich vielen dient die 
_ Ewaldsche Kugelkonstruktion im reziproken Gitter. In Fig. 1 


res 1) M.v. Laue, Ann. d. Phys.50. 8.433. 1916; P.P.Ewald u. C.Her- 
ss mann, Ztschr. f. Krist. 65. S. 251. 1927. 

2) D. Coster, Knol, Prins, Ztschr. f. Phys. 63. 8.345. 1930; S. Nis- 
ss hikawa; K. Matukawa, Proc. Imp. Ac. Tokyo 4. 8. 96, 1928; Geib 
ou. K. L. Horovitz, Phys. Rev. 42. S. 908. 1932. 
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stellt P den Endpunkt des vom Ursprung des reziproken Gitters 
aus gezogenen Vektors — #2 (wo &¢ den Ausbreitungsvektor der 
einfallenden Welle darstellt), den sogenannten Ausbreitungspunkt 
dar. Nach der Ewaldschen Kugelkonstruktion treten nur jene 


Interferenzstrahlen auf, deren Guia: 
Gitterpunkte auf der um P Mer, 


mit Radius k beschriebenen eee 
Ausbreitungskugel liegen. Die 
dynamische Theorie wird auf 
die genau zu erfiillende geo- PN 
metrische Bedingung verzich- 
ten, und nur verlangen, daß TH 
die Ausbreitungskugel nahe € 

an den Gitterpunkten vorbei- 

geht. Es werden also in den ER er 
Grundgleichungen (6) nur jene RR Fig. 1 Ba 


Strahlen als vorhanden be- ry 
trachtet, deren Gitterpunkte oF 
nahe an der Oberfläche der Ausbreitungskugel liegen. oar 

Im folgenden sollen nur die beiden Fälle behandelt werden, __ 
wo ein Strahl D, oder zwei Strahlen D, und D, im Innen 
des Kristalls vorhanden sind. 

a) Nur ein Strahl D, vorhanden. Dies ist dann der Fall, 
wenn die Ausbreitungskugel außer dem Ursprung des rezi- 
proken Gitters keinem anderen Gitterpunkte nahekommt. Das a 
unendliche System (6) reduziert sich auf eine einzige Gleichung, a 
aus welcher folgt 

= 
0 
Hier hat es Sinn, noch von einem Brechungsindex n, als 
Materialkonstante zu sprechen. Es ist 
R,| 1 


b) Fall von 2 Strahlen ®, und D,. Die Ausbreitungs- 
kugel kommt außer dem Punkt 0 noch dem Gitterpunkt m 
nahe. Es lassen sich zwei ausgezeichnete Polarisationszustände 
unterscheiden. Entweder schwingt der elektrische Vektor senk- 
recht zur Ebene oder in der Ebene durch die beiden Strahlen 
mit den Ausbreitungsvektoren &, und &,. Im ersten Falle 
lauten die Grundgleichungen, wenn D, und D, die Absolut- 
beträge der Vektoren ®, und D, bezeichnen: 


(7) N, 


| | 9 
ib- 
i 
+ 
‘ 
r) 
- | 
| 
| 
| | 


Im zweiten Falle, wo also die elektrischen Vektoren der beiden 
Strahlen in der Strahlenebene liegen, bekommen , und w_,, 
je den Faktor cos ©, wo © der Winkel zwischen den Strahlen ist. 
Bisher wurde nur das Feld im Innern des Kristalles be- 
trachtet. Bei Erregung des Kristallfeldes durch eine auf den 
_ Kristall fallende Welle zeigt sich ein wesentlicher Unterschied 
zwischen der Ewaldschen Form der dynamischen Theorie und 
der neuen Fassung. Bei ersterer spielen beim Randproblem 
 meben den den dynamischen Grundgleichungen genügenden 
Binnenwellen auch äußere Randwellen eine Rolle, die keine 
dynamischen Bedingungen erfüllen. Hier treten solche Rand- 
“9 wellen nicht auf, sie sind mit den Maxwellschen Gleichungen 

der obigen Form nicht vereinbar.') 
m eg Wie man von den Elektroneninterferenzen her weiß?), darf 
man die Grenzflächen eines Kristalles keineswegs als voll- 
2 % kommen eben, und die Kristallstruktur in den äußersten Rand- 


gebieten als vollkommen ungestört betrachten. Eine mathe- 

_matische Ebene zerschneidet ja im allgemeinen sogar die Be- 
reiche, die einzelne Atome beanspruchen. Aber man wird, 
solange die gestörten Randgebiete nur die Dicke von wenigen 
Netzebenenabständen haben, die Streuwirkungen dieser Rand- 
gebiete gegenüber denjenigen des ganzen Kristalls vernach- 
lässigen können, da die Röntgenstreuung in weit höherem Maße 
als die Elektronenbeugung ein Volumeffekt ist. Im folgenden 
wird so gerechnet, als ob die Grenzflächen eben, und jene 
Grenzschichten gar nicht vorhanden wären. 

In Fig. 2 sei wiederum P der Endpunkt des von 0 aus 
gezogenen Vektors —$). Der Punkt 0 hat von P den Ab- 
stand k, während der Gitterpunkt m, welchem der Sekundär- 
strahl entsprechen möge, von P den Abstand k(1+.«,) habe. 
Die Größe «, stellt geometrisch den Abstand des Punktes m 
von der um m mit k beschriebenen Ausbreitungskugel. Es sei 
weiter L der Punkt, der sowohl von 0 als auch von m den 
Abstand k hat, © der Winkel zwischen Lo und Lm, @ der 
Winkel zwischen der wirksamen Netzebene und der Grenzfläche. 
Fällt man von L auf Pm das Lot, so folgt: ka, = PL-sin ©. 


1) M. v. Laue, Erg. d. ex. Naturw. 10. 1930. 
Pane) 2) M. v. Laue, Phys. Rev. 37. S. 53. 1931. TE» 
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Weiter sei 7, der Winkel des einfallenden Strahles mit dem 
Lot zur wirksamen Netzebene, der der Braggschen Beziehung 
genügt. Dann ist _ = und im Drei- 


eck OLP: PL= 9). Damit folgt: 


2 
m (8) = (% —Xe— Sin O = SiN 2 Zz. 


- 
Aushceitungs- 
| 
We ‘oe. 
Eine Folge der Grenzbedingungen ist bekanntlich, daß der 


Primärstrahl im Kristallinnern dieselbe in bezug auf die Grenz- 
fläche tangentielle Phasengeschwindigkeit hat, wie der ein- 
fallende Strahl im Außenraum. Ist 85 der Ausbreitungsvektor re 
der einfallenden Welle, 3 ein ins Innere des Kristalls gerich- ; 
teter Einheitsvektor senkrecht zur Grenzfläche, so muß sein: 


(9) = K+ k-d-3 und K, = + 


An Hand von Fig. 2 läßt sich (9) so interpretieren: an Stelle = 
des Ausbreitungspunktes P ist ein Ausbreitungspunkt A zu | 
verwenden, der aus P durch Verschiebung um die Strecke k-ö 

auf dem Lot zur Grenzfläche durch P erhalten wird. Die zu 
bestimmende Größe ö heißt nach Ewald Anpassung. Aus 

Fig. 2 liest man folgende geometrische Beziehungen ab: 


wobei 
=k(it+e,), =k(l+e,), y, = cosy 


4 
- 
a 
4 
| 
| 
Yo = COS x. 
| | | 
H ® 2 
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$3. Lösung des Randproblems für nichtabsorbierende Kristalle 
Bee und 2 Strahlen im Kristallinnern 
RE Der vorliegende Kristall habe die Form einer in zwei 
ie Dimensionen unendlich großen planparallelen Platte der Dicke d. 


: Die Grundgleichungen (8), auf welche sich, im Falle von 
E Strahlen bei einer Polarisation senkrecht zur "Strahlenebene, 
BZ das System (6) reduziert, lauten mit Hilfe von (10), wenn a r 
oes und man sich auf Glieder 1.Ordnung in ö beschränkt ; 
BEN 


= 


Die erste Gleichung mit —y,, die andere mit 7, multipliziert 
und die Gleichungen addiert, gibt nach Division durch A 


i Ey Jeder Anpassung 6 entspricht ein Primär- und ein Sekundär- 
nn strahl im Kristallinnern. Da sich zwei Werte für ö ergeben, 
sind demnach innerhalb des Kristalles zwei Primär- und zwei 
Sekundärstrahlen in Betracht zu ziehen. 

Je nachdem nun die Richtungskosinus y, und y, des 
Primär- und Sekundärstrahles gleiches oder entgegengesetztes 
Vorzeichen besitzen, unterscheidet man den Laue- bzw. Bragg- 
fall. Im ersteren Falle treten sowohl Primär- als Sekundär- 
 strahl durch die untere Grenzfläche des Kristalles aus, wenn 
der einfallende Strahl von oben auf den Kristall fällt. Im 
_ letzteren Falle tritt der Primärstrahl unten, der Sekundär- 
strahl oben aus. 

Die beiden Fälle werden nun getrennt behandelt. 


2 2 Wm Ym 
Den beiden Werten z, und z, von & eee zwei Werte 
ö, und 0, von 0, und zwar ist nach (11) en | 


q 
P- 
| 
3 
' und ¢ 
Ir 
. 
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1. Lauefall 
Oberhalb der oberen Grenzfläche des Kristalls befindet 
sich der einfallende Strahl mit der Amplitude Dj, im Innern 


des Kristalls sind die vier den beiden Anpassungen 0, und Ö, 
entsprechenden Primär- und Sekundärstrahlen mit den Ampli- 


tuden Ds: D*, D}. Zwischen diesen Größen bestehen 


(14) x. = x 


Di Dp 2 
Die Stetigkeit der tangentiellen Komponente der elektrischen 
Feldstärke an der oberen Grenzfläche mit der Gleichung ; 
(gt) = 0 bedingt, da die Dielektrizitätskonstante im Kristall 

nur sehr wenig von 1 abweicht, daß in erster Näherung die A: 
tangentielle Komponente der elektrischen Induktion stetig ist. Be 
Dies liefert, wenn wir annehmen, daß die Ebene durch Primär- Ban 
und Sekundärstrahl senkrecht zur Grenzfläche des Kristalles sf 
ist, was auch schon. in Fig. 2 angenommen ist: a! 


(15b) a, + 2, Di = 0. | 


Unterhalb des Kristalles ist eine austretende Primär- und 
eine austretende Sekundirwelle. Die Amplituden dieser Wellen 


seien bzw. pD° und D”, die Ausbreitungsvektoren & und 87. 
Der Ausbreitungsvektor des austretenden Primärstrahles ist = 
gleich dem der einfallenden Welle, oder & = 8}. Den Aus- re 
breitungsvektor 8” des austretenden Sekundärstrahles bestimmt 


man aus der Forderung der Gleichheit der tangentiellen Kom- 
ponente innerhalb und außerhalb des Kristalls, so daß also 


= +b + und daraus, daß der Absolutbetrag 
von §” gleich k sein muß. Da also [s |* = k? sll 


k-o =—((95 +5,)3) + +8.) a)" 28% by | 


Da weiter 
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+ 28 by = 2K? 


m 


| = 95 +, — ((( +8) a) 


| -V/(( 85 + 3) — — 2h? aq) 


45 ” Me mit dem negativen Vorzeichen der Wurzel stellt dies 
den Ausbreitungsvektor des austretenden Sekundärstrahles 
Die Grenzbedingungen an der unteren Grenzfläche (gr) = 
ergeben 

-; + k4,3)t) + D? + D° er) 


a 


Die 
p! + bm +4 9:3) 4 D fm + 


Dabei ist 
C, = e~ = 5 
Für nicht zu kleine Werte von (8 +5) 3) ist |c,| = 1. a 
Aus (15) und (17) folgt 
12 
(18) 
| Ds | | - 2)? 
‘er _ Fiir nichtabsorbierende Kristalle sind im Lauefall {7 >0), 
wie man aus (12), (13) unter Berücksichtigung von (4) leicht 
erkennt, die Anpassungen reell. Demnach wird aus (18) ; 
(19) -[ cos 2nkd(ö, — Ö,)]. 


Die Interferenzerscheinungen an der planparallelen Platte 
interessieren nicht, deswegen werden wir über die Platten- 
dicke d mitteln. Es folgt. 


: 
wie 
: 
| 
AN 
= 
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Der rechts stehende Ausdruck läßt sich nach (12) einfach be- 
rechnen. Es wird 


m Vm 2 
en) (s+ 2 i) + 4Ym Yn 
Yo Yo Wo 


| (8 = ; nach (8°) ist «,= (X — 25 — p)sin 
0 


Das integrale Reflexions- 
1 vermögen erhält man durch 
Integration über den Win- 
kel y zu : 


ye? 
(vgl. hierzu Fig. 3). 


(0%)2 


2. Braggfall 


Das Verhältnis 7,/7, 
ist negativ. Oberhalb des 
Kristalls verliuft die einfallende Welle und der austretende 
Sekundärstrahl. Ist D* die Amplitude des letzteren, die son- 
stigen Bezeichnungen seien dieselben wie beim Lauefall, so 
lauten die Randbedingungen an der oberen Grenzfläche (3 t) = 0 

+D,2=D*°; + = D* 
oder nach (14) 
N 


(22b) a, + D,? = D*. 
An der unteren Grenzfläche (3r) = d lauten die Grenzbedin- 


Fig. 3 


gungen mit (14) 

(23a) 

(23b) c, #, D,1+ ¢, 4, D,? = 0. 


Aus den Gl. (22) und (23) lassen sich D,', D,?, D*, D° be- 
rechnen Ks folgt 
| 


(24) 2 1“ 


— De Verhältnis Ymil7%o ist negativ, und für gewisse Werte der 

Größe «, werden nach (12) die z, und 2, und nach (13) auch 
die Anpassungen komplex. 


Ä | . 
= 
— 
4 
4 A ¢ | 
4 
| 
1 
| 
| 1 
| 
fina 
| 
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a) Das Gebiet reeller Anpassungen. Aus (24) folgt mit (12) 
| Ds |? 270 1 — cos 22k — 4,) 


mit = |w_n|- Aus demselben Grunde 
re ae wie beim Lauefall mitteln wir über die Plattendicke d, und 
erhalten so 


Yn 4Wm W_m Ym 

% 

5) Ym ¢-1+2 ie 
( = g) sin 27,). 


Das integrale Reflexionsvermögen im Bereich der reellen An- 
passungen erhält man durch Integration über 4 zu 


Ym (3 1). 


b) Das Gebiet komplexer Anpassungen. Setzt man den 
Wert für x aus (12) in (13) ein, so sieht man, daß, wenn die 
Anpassungen nicht reell sind, sie "zueinander konjugiert komplex 
sein müssen. Den komplexen Ausbreitungsvektoren im Kristall- 

innern &, = + kd,% und +b, +k entsprechen 
in der 3- und — 3-Richtung gleich stark gedämpfte Wellen. 
Bei genügender Dicke des Kristalls kann die in der —3-Richtung 
gedämpfte Welle unterdrückt werden, da die Amplitude dieser 
Welle an der unteren Grenzfläche des Kristalls bei wachsender 
Kristalldicke unbegrenzt zunehmen würde. Da im Kristall- 
innern nur 1 Primär- und 1 Sekundirstrahl vorhanden ist, 
lauten die Grenzbedingungen (22) und (23) hier 


Anders 
ID; a |2 


drücke diese Gleichung aus, daß die einfallende Welle genau 
soviel Energie in den Kristall hineintransportiert, als die 
 Sekundärwelle heraustransportiert. Es liegt Totalreflexion vor. 
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Die Größe des Bereiches, in dem Totalreflexion statt- 
findet, ist, wie man sich nach (12) überzeugt, auf das Winkel- ae 
maß des Winkels y nach (8) umgerechnet Eu 3 


2 | Ym | y- fe. 
sin 27, Yo 


Das integraie Reflexionsvermögen in diesem Winkelbereich ist 
demnach 
2] | / 
F, ~ sin 245 Ym ? 
und das gesamte integrale Reflexionsvermégen im Braggfall wird 


Sowohl im Laue- als im Braggfall ist das integrale Reflexions- 
vermögen streng proportional zum Strukturfaktor, und nicht zu 
dessen Quadrat, was die Aussage der kinematischen Theorie war. 


Dem Werte £ = 0 entspricht der Braggsche Reflexions- 
winkel. Wie man aus (25) erkennt, liegt die reflektierte Inten- 
sität im Winkelmaß des einfallenden Strahles nicht symmetrisch 


um den Braggschen Winkel, sondern zu&=1-— ™, vgl. auch 


Fig. 4. Fir symmetrische Reflexion wird diese Ewaldsche 
Korrektion im £-Maßstab gleich 2. Die Abweichungen vom 
Braggschen Winkel werden um so größer, je kleiner y,, d. h. je 
streifender die erregende Welle auf den Kristall fällt. Diese Aus- 
sage gilt auch nur für die Abweichungen der Einfallswinkel vom 
Braggschen Winkel. Die Abweichungen der Einfallswinkel vom 
Braggschen Winkel werden ein Minimum, wenn y, klein ist, 
d. h. bei streifendem Austritt des Sekundirstrahles. Im Grenz- 
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fall, daß y,, = 0 hat die Abweichung im £-Maßstab den Wert 1, 
also halb so groß als bei symmetrischer Reflexion. 

a Betrachtet man die Abweichungen der Sekundirstrahlen 
vom Braggschen Winkel, so bekommen wir ein ganz anderes 
Bild, mit Ausnahme bei symmetrischer Reflexion, wo sich 
nichts ändert. Um die genaue Richtung des austretenden 
_ Sekundärstrahles zu bekommen, greifen wir auf Fig. 2 zurück. 
 Qm sei der Ausbreitungsvektor des Sekundärstrahles außerhalb 
des Kristalles. Qm hat dann die Länge k. Der Winkel von Qm 
mit dem Einfallslot sei y,. Da Q auf dem Lot zur Grenz- 
fläche durch P liegen muß, liest man aus Fig. 2 ab 


ksiny=ksiny,+|b,|sing. 
Es falle ein Strahlenbündel der Breite 4y auf den Kristall. 
Durch Interferenz entsteht ein Sekundärstrahlbündel, dessen 
Breite Ay, sei. Es gilt dann die Beziehung 
Axy-kcosy=kcosy,- 4z,, 


cos x ist 70, und cos y, kann mit geniigender Näherung durch 7, 
ersetzt werden, so dab also 

(28) Yo 44 4a: 

Die Abweichungen vom Braggschen Winkel sind so klein, daß 
die Formel (28) bei der Umrechnung der Abweichungen in den 
Einfallswinkeln in die Abweichungen in den Ausfallswinkeln 
angewendet werden darf. Gl. (28) gilt auch, wenn die Winkel 
im £-Maß gemessen sind. Für die Abweichungen der Sekundär- 
strahlen vom Braggschen Winkel folgt nun 


= (1-2)- 2-1. 
5 Ym Yo Ym 


Diese Abweichung ist also am größten, wenn y, klein, d.h. 
bei streifendem Ausfall des Sekundärstrahles, und am kleinsten, 


Im Sekundärstrahl beobachtet liegen demnach die Verhältnisse 
bezüglich der Abweichungen vom Braggschen Winkel genau 
umgekehrt, als im einfallenden Strahl betrachtet. 

Aus (16) folgt, daß für £= 0, d.h. für den Braggschen 
Winkel &* = 85) +b,. Der Sekundärstrahl hat also genau die 
Richtung des an der Netzebene gespiegelten einfallenden Strahles. 
Trifft der einfallende Strahl nicht genau unter dem Braggschen 
Winkel auf den Kristall, sondern weicht von diesem um 47 ab, so 
weicht der Sekundärstrahl nach (28) um einen anderen Winkel 
vom Braggschen ab. Es ist demnach nicht richtig, von einer 
Reflexion an einer inneren Netzebene zu sprechen. 


- wenn 7, klein, d. h. bei streifendem Einfall der erregenden Welle. 
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§ 4. Absorbierende Kristalle 


Der Absorption wird dadurch Rechnung getragen, daß wir sr 

eine komplexe dreifach periodische Funktion als Dielektrizitats- = 

konstante zulassen. Die Streugröße ist dann komplex, eben- = 

falls werden im allgemeinen y, und y,,-w komplex 

Analoges gilt für die Anpassungen 0, und 0,. Es sei 
und 6,=0,’— 07-4. 

1. Für den Lauefall läßt sich das Randproblem in ge- 
schlossener Form lösen. Allgemein ergibt sich auch hier die 
Formel (18) für das Intensitätsverhältnis des unten austreten- 
den Sekundärstrahles und der einfallenden Welle. Es folgt 
nach leichten Umformungen aus (18) Pate 


x, —2,|? 

0 1 2 
-cos 2akd(d,'— 0,')]. 


Die z, und z, sind von der Dicke der Kristallplatte un- 
abhängig. Die e-Potenzen sind gegenüber einer kleinen Ver- 
änderung der Plattendicke d unempfindlich, und man kann 
sie daher bei der vorzunehmenden Mittelung über die Platten- 
dicke als konstant betrachten. Diese Mittelung liefert unter 
Einsetzen m. Werte für z, und 2, aus (12) ees 


T= 3) 4 | 
Yo 
Die durchgehende Intensität wird gegenüber dem nichtabsor- 
bierenden Kristall von der Plattendicke abhängig. 

2. Im Braggfall sind die Gl. (22) und (23) die Randbedin- 
gungen an der oberen und unteren Grenzfläche des Kristalles, 
mit 


e-jkdb, = e- 2akdd,” 


c= e-jkdd, = e7 2akdéd,” e-j kad, 
ef 


t 

Aus (23b) folgt 
Dil _ _ 3 e- ira - 8), 


Im allgemeinen ist 0, 0,. Da z,/z, von der Kristalldicke 
unabhängig ist, wird je nachdem 6,” — 2 =0 entweder D,? 
oder D,' Null sein, wenn nur e?* aka | a" - 1S 1. 

Unter dieser Voraussetzung, die bei geniigender Kristall- 
dicke und einer endlichen Absorption immer zu erfüllen ist, 
werden wir im Kristallinnern nur einen Primär- und einen 
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es Sekundärstrahl als mit merklicher Intensität ansehen. Da dann 
= D5, folgt unmittelbar aus (12) 


ace Läßt man in (30) die Größen y und Wn+W—m gegen reelle 
is Werte konvergieren, so ergibt sich wohl derselbe Bereich der 
es Totalreflexion, wie nach der Ewaldschen Formel (25), aber ein 
: Br rascherer Intensitätsabfall außerhalb dieses Gebietes. Bei sym- 
ss metrischer Reflexion stimmt (30) mit der Darwinschen Formel 
überein. Der Unterschied der Formeln 25) und (30) liegt darin 
begründet, daß wir bei der Ableitung der letzteren dem Kristall 
eine gewisse Absorption zuschreiben mußten, während die 
Formel (25) nur für rein absorbierende Kristalle gültig ist. 
Die Formel (30) erscheint so physikalisch richtiger zu sein, 
weil sie mit einem Absorptionsvermögen der Kristalle rechnet, 
wie es in Wirklichkeit immer der Fall ist. 

Bei komplexem y, und w,-_,„ und symmetrischer 
Reflexion ist (30), wie sich leicht zeigen läßt, mit einem von 
J. A. Prins auf Grund von Verallgemeinerungen der Darwin- 
schen Überlegungen erhaltenen Ausdruck identisch.}) 

Wie schon erwähnt, braucht der Friedelsche Satz für 
absorbierende Kristalle nicht mehr zu gelten. Interferenz an 
der Netzebene m ergibt die Intensität (30. Kehrt man den 
einfallenden Strahl um, so tut dies auch der Sekundärstrahl. 
Erinnern wir uns an die Ewaldsche Kugelkonstruktion im 
reziproken Gitter. Kehren wir dort den Ausbreitungsvektor $« 
der einfallenden Welle um, so geht die Ausbreitungskugel, um 
den neuen Anregungspunkt beschrieben, infolge der zentrischen 
Symmetrie des reziproken Gitters ebenso nahe am Gitter- 
punkt — m vorbei, wie die um den früheren Anregungspunkt 
beschriebene Ausbreitungskugel am Gitterpunkte m. Um die 
7 Intensitäten bei umgekehrten Strahlrichtungen zu erhalten, 

haben wir in (30) überall an Stelle von w, die Größe w_, 
zu setzen und umgekehrt. Bilden wir das Intensitätsverhältnis, 
ergibt sich 


2 


m | “a 

| 
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1) J. A. Prins, Ztschr. f. Phys. 63. S.477. 1980. 
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Nebenbei läßt sich noch beweisen, daß (31) unabhängig von 
der Dicke des Kristalls ist. Hierzu geht man aus von der 
allgemeingültigen Formel (24). Nach (12) treten die Struktur- 
faktoren y,, und w_,, nur entweder in der Verbindung „+ » 
oder im Nenner von z, und z, auf. Nach (13) enthalten die 
Anpassungen die Strakturfaktoren nur in der Verbindung 
Wn:W—m- Wir können also schreiben 
1 m 
J, (em, Vor Um’ W-m; =, d); 
1 m 
Tw (an, Wor Um’ W- ms d). 
Also 


| 
Entsprechend bei Umkehr der Strahlrichtung 


f a 2 
1 


Ym 
On» Ya Vim? 


Durch Division folgt (31).}) 
Wir haben so ohne viel Rechnung den Übergang von 
dicken absorbierenden Platten zu absorbierenden Kristalliten, 
die in ihren Querdimensionen groß oe 
gegenüber ihrer Dicke sind, gewonnen. Oz) 
Für kleine Kristallite, wo die geometri- 7? ir 
sche Theorie der Röntgeninterferenzen | 3 
maßgebend ist, ergibt sich in Überein- | a 

| 


Ym 


stimmung damit für das Intensitäts- 
verhältnis das Quadrat des Struktur- 
faktors. lan 

Eine weitere Abweichung vom nicht- 
absorbierenden Kristall besteht in der 
durch (30) bestimmten Reflexionskurve. 
Während beim nichtabsorbierenden Kri- 


05 \ 


stall die Reflexionskurve vom Typ Fig. 4 | 
ist, ist beim absorbierenden Kristall die / \ 
Intensitätsverteilung unsymmetrisch um = N 


den nach Ewald korrigierten Bragg- 
schen Winkel. Diese Unsymmetrie 
nimmt merkliche Größe nur bei starker 
Absorption an. In Fig.5 ist die Re- 


Fig. 5 


1) Dieser Satz gilt auch im Lauefall, wie man analog an Hand 
von (18) zeigen kann. 
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flexionskurve für unpolarisierte WL #,-Strahlung an der (111)- 
Fläche von ZnS dargestellt. Die K-Kante von Zn liegt bei 
1281 XE, und die WL#, bei 1279,2 XE. Bei der Berechnung 
der Streugrößen wurde wie folgt vorgegangen. 

Nach (7) ist 
(7a) w=-2(1-n). 

Der Brechungsindex setzt sich additiv zusammen aus den 
Beiträgen der Zn- und S-Atome. In der Grundzelle befinden 


sich 4 Zink- und ebensoviele Schwefelatome. Die Kantenlänge 
des Grundwürfels ist ug ÄE. In der Volumeinheit befinden 


sich demnach N = 5, Sao 1024 = 2,55-.10?? Atome jeder Sorte. 


a) Zinkatome. Da WL, nahe der Zn-K-Kante sind die 
K-Elektronen gesondert zu behandeln. 

a) K-Elektronen. Sowohl den Realteil, als den Imaginär- 
teil des Brechungsindex der K-Elektronen berechnen wir nach 
der Hönlschen Dispersionsformel.!) Diese ergibt für den 


Realteil (Nzug = + t+ Bang) 


Ney vie Ve + 23 In 
2am — „+ 3»? 2, Vet 
2 2 
Vg 
x 


(e,, m Ladung und Masse des Elektrons.) 


I 
16 


und für den Imaginärteil 


Prag =—% [sa - 7) - ait 


Zahlenmäßig folgt 
— Gyn, = — 1,03-10~° 


Bro = — 0,646-10-° 


1) Einer Seunitbchen Mitteilung von Herrn Dr. Hönl aus IE 
auf Veranlassung von Herrn Prof. Ewald, wofür ich auch an dieser 
Stelle danken möchte, verdanke ich die Kenntnis dieser genaueren 
Dispersionsformel für die K-Elektronen. In der Zwischenzeit ist die Arbeit 
veröffentlicht: Ztschr. f. Phys. 84. S. 1. 1933. 
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) Restelektronen. Es ist 1— «a2 = Ne, = 5,23-107°. 


Zn 2am 


Damit wird 


2) yi, = — (14,89 + 1,29 2)-10-% 


Formel (3) 
1 


Yn = (v = (a, [a, a,])) . 
(Zelle) 

In der Grundzelle sitzen 8 Atome, die wir mit den Zahlen 
1—8 der Reihe nach belegen. Das Atom 1 befindet sich im 
Anfangspunkt der Zelle. Ist t, der Fahrstrahl zum Kern des 
k-ten Atomes, und rt’ der Fahrstrahl vom Kern des k-ten 
Atomes zum Aufpunkt, so itr=t,+r. Somit wird a: 
8 
K=1 (k-Atom) 
Dabei ist angenommen, was sicherlich nicht genau zutrifft, 
daß die Atome räumlich voneinander trennbar sind. Die 
unter dem Summenzeichen stehenden Integrale sollen ab- 

kürzend mit px bezeichnet — daß die übliche Formel 


ace? 


K=1 


für fir den Strukturfaktor folgt. Die Basisatome haben im ZnS- 
Gitter die Lagenkoordinaten 


a; a, as 
4 4 4 


a, 3a, 3a 
3a, @ 3a, 

| Se, & 


4 4 4 
Da (a;b,) = 0;, und b, = b, +b, + b, ist, erhält man 


= 4 (Pan — Ps); = 4(Pzn + ips). 
19* 
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Py wae Betrachten wir nun die mit pz, und ps bezeichneten Integrale 


über ein Zn- bzw. ein S-Atom: 


Pan = per dr; Mar. 
v 
(Zn-Atom) (8-Atom) 


Die Größe 1/v ist gleich der Anzahl der Gitterzellen pro 
Kubikzentimeter. Die Integrale geben das atomare Streu- 
vermögen der Atome in der Interferenzrichtung m an, und 
entsprechen den in der Ewaldschen Theorie notwendig vom 
Strukturfaktor gesondert betrachtenden Atomformfaktoren. 
Unter letzteren versteht man das Verhältnis des Streuvermögens 
des Atomes in irgendeiner Richtung m zum Streuvermögen in 
der Richtung 0, multipliziert mit der Anzahl Z der Elektronen. 


Das allgemeine Integral | wej(®"®dr ist für das Thomas- 


Fermi-Modell der Atome unter der Annahme, daß  propor- 
tional zur Ladungsdichte ist, und bei Abwesenheit von Ab- 
sorption, berechnet worden.) Die Ladungsverteilung im 
Thomas-Fermi-Modell ist kugelsymmetrisch, und man kann bei 
der Ausführung obigen Integrals ein räumliches Polarkoordi- 
natensystem zugrunde legen, dessen Polachse in die Richtung 
von b, fällt. Das Integral, und damit auch der Atomform- 
faktor F, hängt dann nur noch von |b,| ab. Mit genügender 


“ 


= 


r=) sin 
Näherung ist hier |b, | = — &,,| = 2-k- sin. = 2-——, 
wo © der Winkel zwischen Einfalls- und Streurichtung ist. 
Der Atomformfaktor ist also bei Annahme des Fermi-Modells 


4 sin > 
BET eine Funktion von — z+ Die Abhängigkeit des Atomform- 
sin = 


faktors F von ma 2 ist für sämtliche Elemente des periodischen 


Systems ermittelt worden. 
a = Beim Zinkatom trifft die Voraussetzung von Abwesenheit 
der Absorption nicht zu. Wir werden hier aber eine Spal- 


tung des Integrals pz, iiber die K-Schale und den Rest vor- 
nehmen, indem wir die ganze Absorption den K-Elektronen 
zuschreiben. Infolge der Kleinheit der Dimensionen der K- 
Schalen gegen die verwendete Röntgenwellenlänge können wir 


1) Thomas, Proc. Cambridge Soc. 23. 8. 5, 542. 1927; vgl. auch 
W.L.Bragg u. J. West, Ztschr. f. Krist. 69. S. 118. 1929; E. Fermi, 
Ztschr. f. Phys. 48. S. 73. 1929. 
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im Integral über die K-Schale die e-Potenz gleich 1 setzen, 
und erhalten so, daß das Streuvermögen der K-Elektronen in 
allen Richtungen so groß ist, wie in der Richtung Null. Werden 
die K-Elektronen mit 2 in Rechnung gesetzt, so folgt für den 


Rest der Zn-Elektronen der Restatomfaktor') [für die Inter- 


sin 
ferenzrichtung (111) ist 7 = 0,16- 108 
Fr, = 21,9. 
Der Atomfaktor des Schwefelatoms in der (111)-Richtung ist 
Fg = 12,0. 
Damit folgt nun Laat 
6 Zn 
Ps = — 1,12-10~° 


und 


= (0,52 — 0,824) 107°. 
Nunmehr) 
= 840.10; 


= 16 (p?, + = (65,8 + 15,7107. 
Für symmetrische Reflexion lautet dann (30), wenn sowohl 
Zähler als Nenner mit a multipliziert, und = mit & be- 
zeichnet wird (yw? = Realteil von yw, gleich 14, 39.107), 


E-2(1 + 0,094) - VIE 2(1 + 0,09 1,08 — 0,3084 
1,17 


Diese Reflexionsformel ist gültig, wenn die Primärwelle senk- 
recht zur Strahlenebene polarisiert ist. Wenn der elektrische 
Vektor in der Ebene der beiden Strahlen schwingt, so be- 
kommt jeder der Strukturfaktoren y, und w_, den Faktor 
cos 9. Im vorliegenden Beispiel ist cos © = 0,915. In Fig. 5 
ist der arithmetische Mittelwert des Reflexionsvermögens eines 


1) W. L. Bragg u. J. West, Ztschr. f. Krist. 69. 8. 118. 1929. 
2) Das Verhältnis mil: |v_ AL ergibt sich zu 1,48, während nach 
den Messungen von K. L. Horovitz (vgl. § 2) das Intensitätsverhältnis 


bei 1,42 ist. 


| = 6,90-10-8, 
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senkrecht und eines in der Strahlenebene polarisierten Primär- 
strahls, was einem unpolarisierten Strahl entspricht, ein- 
gezeichnet. 

Die Absorption bedingt eine Verkleinerung der Ewald- 
schen Korrektion um nahezu 30°/,. 

Es muß bemerkt werden, daß die Wärmebewegung nicht 
berücksichtigt wurde, was im Rahmen der dynamischen Theorie 
auch noch nicht möglich ist. Kann die durch Absorption be- 
dingte Unsymmetrie in der Intensitätsverteilung durch eine 
andere Wahl der reflektierenden Netzebene gegen die Grenz- 
fläche vergrößert werden? Auskunft darüber gibt die all- 
gemeingültige Formel (30). Bei reellem yw, und w,-w_, ist 
die balbe Breite des Gebietes der Totalreflexion im «Maß 


Qy/vav—mYm . Mehr als um diesen Betrag kann das Maxi- 


mum der durch Absorption veränderten Intensitätskurve nicht 
von dem nach Ewald korrigierten Braggschen Winkel ab- 
weichen. Durch Verkleinerung von y, wird dieser Betrag wohl 
größer, aber gleichzeitig wird auch die Ewaldsche Korrektion 


größer on ist 3% 1— 7*)|, und das Verhältnis von 
Breite 


er Totalreflexion zur Ewaldschen Korrektion nimmt 
ab. Maßgebend für dieses Verhältnis ist die Funktion is 


V- . Diese hat ein Maximum bei = — 1. Trotz- 


dem durch ime andere Wahl von 7,,/y, das Maximum der durch 
Absorption modifizierten Intensitätskurve sich innerhalb des 
Bereiches der Totalreflexion bewegen kann, kénnen wir aus- 
sagen, daB der Absorptionseffekt bei symmetrischer Reflexion 
oder nahezu symmetrischer Reflexion im Verhältnis zur Ewald- 
schen Korrektion am größten ist. 

Zusammenfassung 

Es wird die neue Form der dynamischen Theorie der 
Röntgeninterferenzen kurz skizziert, und mit ihrer Hilfe das 
Randproblem für nichtabsorbierende und absorbierende Kristalle 
gelöst. Im Braggfall stimmt das für absorbierende Kristalle 
und symmetrische Reflexion erhaltene Ergebnis für die Inten- 
sität mit einer von J.A.Prins gegeben Reflexionsformel über- 
ein. Die Interferenzabspaltung in absorbierenden Kristallen 
ist kein zentrisch-symmetrischer Vorgang. Die Intensitäten 
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5 zweier durch umgekehrte einfallende Strahlen erzeugter Inter- 
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Strukturfaktoren. Dieser Satz gilt sowohl für den Laue- als 
den Braggfall, und für beliebig dicke Kristalle. Auf Grund 
vereinfachender Annahmen lassen sich im speziellen Fall von 
WL, Reflexion an ZnS die Strukturfaktoren berechnen, und 
es ergibt sich merkliche Ubereinstimmung mit dem Versuchs- 
ergebnis von Geib und K. L. Horovitz. Die Reflexionskurve 
absorbierender Kristalle ist unsymmetrisch um den nach 
Ewald korrigierten Braggschen Winkel. Für WL (,-Reflexion 
an ZnS erhält man (ohne Berücksichtigung der Wärmebewe- 
gung) eine Verkleinerung der Ewaldschen Korrektion um 
nahezu 30°/,. Durch eine andere Wahl der Neigung der wirk- 
samen Netzebene zur Grenzfläche des Kristalles läßt sich eine 
prozentische Vergrößerung dieses Absorptionseffektes nicht 
erzielen. 

Berlin, Institut für theoretische Physik. 


(Eingegangen 8. August 1933) 
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Dielektrizitätskonstanten wäßriger Lösungen 
bei sehr hohen Frequenzen 


(Mit 3 Figuren) 


= Über Dielektrizitätskonstanten verdünnter wäßriger Lösungen 
Ey er starker Elektrolyte sind in den letzten Jahren eine große Anzahl 
experimenteller Arbeiten erschienen. Die dabei gewonnenen 
_ Ergebnisse sind jedoch noch unbefriedigend, da teils Abnahme 
i B ee und teils Zunahme der D.K. des Lösungsmittels mit zunehmen- 
der Konzentration des Elektrolyten gefunden wurde. Eine 
Erklärung für diese Unstimmigkeit dürfte in den experimentellen 
Schwierigkeiten exakter D.K.-Bestimmungen liegen, vor allem 
wenn, wie bei dem vorliegenden „Elektrolyteffekt“, mehrere 
Methoden bei verschiedenen Frequenzen angewandt wurden. 
_ Die Aufgabe der folgenden Untersuchungen ist es, einen 


bei sehr hohen Frequenzen zu liefern. Als MeBmethode 
wurde die 1. Drudesche Methode gewählt, weil sie für hohe 
Frequenzen besonders geeignet ist und als eine der zu- 
iR verlässigsten gelten kann. Sie ist eine absolute Methode und 

der gesamte Meßvorgang besteht in zwei Längenmessungen, 
einer Luft- und Wasserhalbwelle. 


Die Versuchsanordnung 


a) Das Lechersystem (Fig. 1) ist im wesentlichen in der 
von Weichmann?), Frankenberger?) und Deubner’) aus- 
gebildeten Form übernommen und unterscheidet sich von diesen 
nur in den geometrischen Abmessungen. Es ist deshalb im 
folgenden nur eine kurze Beschreibung gegeben und es sei 
im einzelnen auf die betreffenden Veröffentlichungen hin- 
gewiesen. — Auf einem starken Grundbrett ist vertikal zwischen 
zwei fest verschraubten Klötzen ein etwa 2 m langes Parallel- 
_ drahtsystem verspannt. Das Spannen der Drähte erfolgt durch 


> 
| 
x = 
rei 
: 
| 
4 x 
"oz 
= 
IE 
ay 
. ° 
| Br 
: BR... 
. . 
‘ 


—— 


E. Plötze. Dielektrizitätskonstanten wäßriger Lösungen usw. 289 


die Vierkantschrauben S, und S,. Ihr Abstand von 0,9 cm 
wird über die ganze Länge konstant gehalten durch die zwei 
Metallplatten M, und M,, die passende Durchbohrungen ent- 
halten. Als Drahtmaterial ist Phosphorbronze verwandt worden. 
Die Drähte sind mehrmals bis auf einen Durchmesser von 
0,7 mm gezogen, um alle Unebenheiten der Drahtoberfläche zu 
beseitigen und um einen völlig kreis- 
runden Querschnitt zu erhalten. An 
dem unteren Ende des Grundbrettes 
durchsetzt das Paralleldrahtsystem ein 
Jenaer Glasgefäß (Durchmesser 24 cm), 
das zur Aufnahme der Meßlösungen 
dient. Nach dem Verspannen der 
Drähte wird die untere Öffnung des 
Gefäßes durch chemisch reines Paraffın 
abgedichtet. Längs des Systems sind 
zwei plangedrehte und gut polierte 
Metallbrücken B, und B, (Durchmesser 
12 cm) verschiebbar angebracht und 
zwar die obere an einem grob ver- 
stellbaren Holzschlitten H und die 
untere Brücke zum exakten Aufsuchen 
der Resonanzlagen an einem Präzisions- 
schlitten P. Letzterer befindet sich 
oberhalb der Luftbriicke. Die Ver- 
schiebung wird durch zwei starke 
Glasstäbe G, und G, auf die untere 
Brücke übertragen, die außerdem noch 
durch die gespannten Drähte eine feste 
Führung erhält. Um eine D.K.-Meß- 
genauigkeit von einigen Promille zu 
erhalten, muß die untere Brücke auf ’ 

+ 0,02 mm genau verschiebbar sein. Fig.1. Das Lechersystem 
Diese Genauigkeit ist nur mit einem 

präzis gearbeiteten Schlitten möglich und ferner muß die gesamte 
Apparatur auf das sorgfältigste ausgerichtet sein. Um gute 
Resonanzkurven zu erhalten, ist besonders auf den Brücken- 
kontakt zu achten. Die Drahtoberflächen und die Brücken- 
bohrungen müssen metallisch blank und die Kontakte sehr 
stramm sein, so daß die Brücken unter starker Reibung gleiten. 
Es ist in früheren Arbeiten versucht worden, durch federnde 
Bolzen, die radial zu den Bohrungen in den Brücken ange- 
bracht waren und gegen die Drähte drückten, den Kontakt zu 
verbessern. Meist wurde damit erreicht, daß die Drahtoberfläche 


_ 
P 
3 
aq 
j 
= 
Ke 
L 
\ 
| 
q 
2 
= 
7 
| 
2 
; 1 
x 


mechanisch verletzt und die Kontakte schlecht wurden. Es ist 
deshalb auf Kontaktbolzen verzichtet worden. — Zur Wasser- 
spiegelkorrektion tauchen noch zwei Glasstäbe G, und G, in 
das Meßgefäß ein, die über eine Rolle mit dem oberen Schlitten 
verbunden sind und sich entgegengesetzt heben oder senken 
wie die Führungsstäbe der unteren Brücke. 

b) Als Indikator wird ein aperiodischer Kristalldetektor- 
kreis verwandt mit Siemensschem Drehspulinstrument von 
5.10”° Amp./Skt. Stromempfindlichkeit, einem Gesamtwider- 
stand von 200 2 und einer Schwingungsdauer von nur 3 Sek. 
Der Detektorkreis ist mit dem Lechersystem magnetisch ge- 
koppelt. Die Kopplungsschleife befindet sich unterhalb der 
Luftbrücke seitlich an den Drähten. Alle Indikatorleitungen 
sind gut verdrillt und metallisch abgeschirmt, um den Zutritt 
fremder Schwingungen zu verhüten. — 

Zum Abstimmen von Resonanzsystemen kann ein Kristall- 
detektor als Indikator geeignet sein, wie aus einem angeführten 
Meßprotokoll zu ersehen ist. Da aber die Charakteristik des 
Detektors und die Konstanz der Galvanometerausschläge außer- 
ordentlich abhängig sind von der mechanischen Einstellung, 
ist das Arbeiten mit ihm sehr zeitraubend. Es ist immer 
möglich, daß beim Aufnehmen einer Resonanzkurve durch die 
Belastung eine Änderung in der Empfindlichkeit des Detektors 
eintritt, so daß unsymmetrische Kurven auch auf diese Weise 
entstehen können. In einer demnächst erscheinenden Arbeit 
wird über Messungen mit einem Röhrenindikator in geeigneter 
Schaltung berichtet, der außerordentlich große, konstante und 
reproduzierbare Empfindlichkeit aufweist und deshalb einem 
Kristalldetektor vorzuziehen ist. 

c) Der Oszillator für Wellenlängen von einigen Dezimetern 
ist ein Röhrensender in der Barkhausenschaltung mit ange- 
koppeltem Paralleldrahtsystem an Anode und Gitter. Aufbau 
und Abstimmung des Senders erfolgte in der wiederholt von 
Hollmann‘), Kröbel®) und Möller®) angegebenen Form. 
Als Schwingröhre wurde eine Wolframröhre der Firma Osram 
(ähnlich der französischen Type T.M.C.) gewählt, deren Schwing- 
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Tabelle 1 
Osramröhre Betriebsdaten für 2 = 60,0 em 
E, 3,8 Volt | Ju 2,45 Amp. (Heizmaß 2 mAmp/J,E,) 
J, 2,6 Amp. max. | E, + 130 Volt 
J. 50 mAmp. E,+ 4 Volt (Anodenaussortierung) 
S 0,7 mAmp./Volt J, 11 mAmp. 
D 9°/, | J. 4 mAmp. 
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ask bereich bis herunter zu einer Wellenlänge von 30 cm reicht, 
ef ohne daß die max. Heizwerte überschritten werden. In der 
- vorstehenden Tab. 1 sind die elektrischen Daten des Rohres 
na und als Beispiel die Betriebsdaten für eine Wellenlänge von 
60,0 cm angegeben. 
g der Messungen 

Vor jeder D.K.-Messung wird zunächst eine Kontrolle 
i der Konstanz des Senders und Indikators vorgenommen. Nach a. 
er längerem Einbrennen des Senderohres und bei guter Einstel- 
ass lung des Detektors lassen sich die Galvanometerschwankungen 

auf nur 1°/,, des max. Resonanzausschlages herabsetzen. 
” Die Messung der Lufthalbwelle erfolgt nun derart, daß 

die Resonanzkurve, vor allem die steilen Äste, Punkt für Punkt 
N durch Verschieben der unteren Brücke aufgenommen wird. 
2 Aus der dann gezeichneten Kurve läßt sich die exakte Lage BL 
m des Maximums feststellen und die untere Brücke in diese os al 
Br Stellung zurückverschieben. Die Länge der Luft-Halbwelle Br 
e kann direkt mit einem ausziehbaren Maßstab, der zwi- > 
5» schen die Brücken auf Anschlag ausgezogen wird, gemessen re 
werden. 
aa Um die Wasser- bzw. Lösungshalbwelle zu bestimmen, 7 
> wird die Flüssigkeit in dasMeßgefäß eingefüllt. Damit der Wasser- Be, 
4 spiegel in den Strombauch zu liegen kommt, ist der erwähnte ye 
MaBstab zur Ausmessung der Lufthalbwelle an der oberen a 
4 Brücke hängen geblieben — die untere Brücke gesenkt — 

und nun der Flüssigkeitsspiegel auf die untere Spitze des 


Maßstabes eingestellt. Mit dieser einfachen Anordnung läßt 
sich der Wasserspiegel auf + 0,1 mm genau einstellen, eine 
nach den Beobachtungen Frankenbergers’) hinreichende 
Genauigkeit. Durch weiteres Senken der unteren Brücke wird 
dann die Resonanzkurve wiederum aufgenommen und die Länge 
der Wasserhalbwelle direkt aus der Umdrehungszahl der ge- 
eichten Mikrometerschraube des Brückenschlittens bestimmt. 
Während der Aufnahme der Wasser- und Lösungshalbwelle 
wird laufend die Temperatur der Meßlösung beobachtet. 
Treten während der langen Meßdauer Temperaturänderungen a 
auf, so werden sie bei der Auswertung entsprechend in Rech- re 
nung gesetzt. [Temperaturkoeffizient: n,, = n, + 0,020 (t — 17).] 

Die ElektrolytmeBreihen lassen sich so ‘ durchführen, dab 
nach der Bestimmung der reinen Wasserhalbwelle jeweils eine 
geringe, bekannte Menge konzentrierte Elektrolytlösung zu- 
gesetzt und die Resonanzkurve aufgenommen wird. Die durch 
den Zusatz des Elektrolyten bedingte Wasserspiegelerhöhung 
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wird korrigiert. Zwischen den einzelnen Elektrolytmessungen 
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werden dem Meßgefäß Lösungsproben entnommen und deren — 
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Leitfähigkeit in einer Brückenanordnung gemessen. 


Fehlerdiskussion 


Die sich bisher widersprechenden Meßresultate der einzelnen 
Autoren in bezug auf den Elektrolyteffekt erfordern eine aus- 
führliche Fehlerdiskussion. — Durch den sorgfältigen Aufbau 
der Apparatur lassen sich die rein mechanischen Fehlerquellen 
(Brückenverschiebung, Brückenkontakte) beseitigen. Die zu- 
verlässigste Kontrolle bietet dafür die einzelne Resonanzkurve. 
Für eine solche werden etwa 20 Meßpunkte aufgenommen. 
Sie weisen innerhalb der sehr geringen Galvanometerschwan- 
kungen keine Streuung auf und lassen sich graphisch zu einem 
glatten Kurvenzug verbinden, aus dem die Resonanzlage er- 
mittelt wird. 

Als zweite Fehlergruppe können Kopplungsfehler auf- 


treten, die die Meßresultate außerordentlich fälschen können. 


Zu enge Kopplung zwischen Oszillator und Lechersystem oder 
ungünstige Anordnung des Indikatorkreises ergeben sehr un- 
symmetrische Resonanzkurven, die eine genaue Bestimmung 
der Halbwellen unmöglich machen. In einer Reihe von Vor- 
versuchen wurden die Kopplungsverhältnisse sowohl zwischen 
Lechersystem und Oszillator als auch Lechersystem und In- 
dikator so lange modifiziert, bis sich bei möglichst weiter 
Kopplung zwischen Oszillator und Lechersystem absolut sym- 
metrische Resonanzkurven und ein Restausschlag von kleiner 
als 1°/, ergab. — Die Bestimmung der Lufthalbwelle aus der 
Resonanzkurve kann auf + 0,02 mm erfolgen. Bei der ge- 
wählten Sendefrequenz ist der relative Fehler kleiner als 1°/,,. 
Eine derartige Genauigkeit läßt sich bei der Wasserhalbwelle 
nicht erreichen. In reinem Wasser beträgt der Fehler für 
den ersten Abschnitt + 0,02 mm, d. h. etwa 1°/,,. Eine 
Steigerung der Genauigkeit etwa dadurch, daß mehrere Ab- 
schnitte im Wasser gemessen werden, ist nicht möglich, da mit 
einfachen technischen Hilfsmitteln derartige lange Präzisions- 
schlitten nicht gebaut werden können. — Bei den Elektrolyt- 
messungen wird die Konzentration bis zu einer Leitfähigkeit 
von etwa 8. 10”* Q71.cm”! erhöht. Durch die starke Dämp- 
fungszunahme ergeben sich für die hohen Konzentrationen 
Fehler für die Lösungshalbwellen von 2°/,,—3°/,,. Verzichtet 
man bei diesen Meßreihen auf eine absolute Bestimmung des 
Brechungsexponenten, d.h. läßt man die schwierige Bestimmung 
der Brückenverkürzung fortfallen, so haben die relativen Werte 
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für den Brechungsexponenten einen Fehler von nur 3°/,, und 
für die D.K. von 6°/,,. 

An systematischen Fehlerquellen sind Frequenzänderung 
des Oszillators und der Drahteffekt zu beachten. Die gesamte 
Meßreihe beansprucht eine Zeit von etwa 2 Stunden. Es ist 
möglich, daß während dieser Zeit eine Änderung der Sende- 
frequenz eintritt. Jeder Elektrolyt ist aber zweimal durch- 
gemessen worden, und zwar immer mit dem gleichen Resultat. 
Es ist unwahrscheinlich, daß sich bei all diesen Messungen 
die Frequenz des Senders jedesmal im gleichen Sinn und 
Betrag geändert hätte. 

Die unsicherste Fehlerquelle ist der sog. „Drahteffekt“. 
In dem Meßgefäß werden die Drähte durch die Elektrolyt- 
lösung eine chemische Veränderung erfahren. Die sich bildende 
Oxydschicht auf der Drahtoberfläche wird die Lösungshalbwelle 
verändern. Heim) berechnete, daß eine Oxydschicht in einer 
Dicke von nur 0,7 - 10” mm schon einen Fehler von 1°/, in 
der Bestimmung des Brechungsindex ergibt, und zwar sollen 
mit zunehmender Dicke die gemessenen Werte kleiner werden. 
Vorversuche ergaben, daß dieser Drahteffekt, bei den für die 
1. Drudesche Methode nur in Betracht kommenden Konzen- 
trationen, erst experimentell nachweisbar wird, wenn die Meß- 
lösung zumindest stundenlang mit den Drähten in Berührung 
stand. Um für die vorliegenden Messungen den Drahteffekt 
als Fehlerquelle auszuschalten, wurden vor jeder einzelnen 
Meßreihe frisch gezogene Drähte in die Apparatur eingespannt 
und ferner die Messungen, vor allem bei hohen Konzentrationen, 
so beschleunigt wie irgend möglich durchgeführt. Die gesamte 
Elektrolytmeßreihe beansprucht höchstens eine Stunde. Als 
Beleg dafür, daß der Drahteffekt nicht auftrat, sei eine Kontroll- 
messung Nr. 5 bei Kupfersulfat (vgl. Tab. 2) angeführt. 


Die Meßergebnisse 


Es sind insgesamt 3 Elektrolyte durchgemessen worden 
und zwar Kupfersulfat, Lanthannitrat und Kaliumferrozyanid- 
lösung (reinste Merkpräparate). In wäßriger Lösung sind bei 
diesen Substanzen bei einer Sendefrequenz von v» = 0,5-10° Hz 
innerhalb der geringen Fehlergrenzen der 1. Drudeschen 
Methode keine Dielektrizitätskonstantenänderungen des Lösungs- 
mittels mit zunehmender Konzentration des Elektrolyten 
beobachtet worden. In Fig. 2 sind als Beispiel Resonanz- 
kurven von Kupfersulfatlösungen angegeben und zwar sind auf 
der Senkrechten die Galvanometerausschläge und auf der hori- 
zontalen Ordinate die Brückenverschiebungen aufgetragen. Die 
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Auswertung dieser Mebreihe ergibt Tab. 2. Einen Überblick 
über die insgesamt durchgeführten Messungen mit ihren maxi- 
malen Leitfähigkeits- und Konzentrationswerten gibt Tab. 3. 


D)Wesser 
Gal Skt 2) Q0006 Mol/! 
3) C50, ; 00020 Mol 


Fig. 2 
Die Meßergebnisse stehen in Übereinstimmung mit der 
Debye-Onsager-Falkenhagenschen Theorie.) Diese sagt 


Tabelle 2 
Kupfersulfatlösungen. Lufthalbwelle: 30,000 em + 0,002 (+ 1/9) 


Leit- | Konzen- Wasser- | Temp. 
Substanz fähigkeit | tration | halbwelle 
$2”!.cm”!| Mol/Lit. em 
Wasser dest. .. | 2,0-10°° | — |3,32940,002| 17,0 | n’*)=9,011 + 2%p 


CuSO,-Lösung | 8,1-10° | 0,0006 | 2,329 
CuSO,- Lösung | 1,4-10 | 0,0013 | 3,329 
CuSO,- Lösung | 2,0-10°* | 0,0020 3,329 + 0,006 
CuSO, - Lösg.**) | 2,0-.10* 0,0020 3,329 


17,0 | DK’ = 81,19 + 4% 


17,0 n’ = 9,011 + 39/0 
17,0 | DK’ = 81,19 + 6°) 


*) Ohne Brückenverkürzungskorrektion. 
**) Messung 5 ist 20 Min. später als Messung 4 ausgeführt worden. 
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Tabelle 3 


maximale | max. Kon- D.K.-And 
Nr. Elektrolyt Leitfähigkeit| zentration 


| Mol/Liter 4DK 
1 | Cu80,......... 1,1-10-4 0,0009 | 
2 | Cu8O......... 2.0.10 0,000 | für» = 0,5-10°Hz 
3 | La(NO,),...-.. 6.1-.10% 0,0026 | (4n=0 + 3% max.) 
4 | La(NO,),...... 6,1-.10° 0,0026 | 
5 | K,[Fe(CN,)]...| 85-10* 0,0026 |4DK = 0 + 6%, max. 
6 | 3,2-.10* 0,0010 | 


aus, daß die lockere Bindung zwischen den Ionen zu einer 
Erhöhung der Dielektrizitätskonstante des Lösungsmittels führt 
und daß dieser Effekt eine Abhängigkeit von der Frequenz 
des angelegten Wechselfeldes aufweist. Mit zunehmender 
Frequenz soll die D.K.-Erhöhung kleiner werden. 

Nach Falkenhagen?) (S. 214, Gl. 539’) berechnet sich 
zunächst 4D = D,,-9 — D,, die Differenz der D.K. des Elek- 
trolyten für unendlich kleine Frequenzen (D,-.) gegen die 
D.K. des reinen Lösungsmittels (D,) zu: 


(1) AD= Wer Va 
2. [14 yD, 
Va! 
Es bedeuten: 
2,2, = Die W Fertigbeiten von Anionen und Kationen. 
„ = Die D.K. des reinen Lösungsmittels. 
y* = Die Ionenkonzentration in gr. Aeq. pro Liter. 
T = Die absolute Temperatur. 


l,,l, = Die Ionenbeweglichkeiten bei unendlicher Ver- 
SE dünnung. (Falkenhagen, S. 208, Tab. 32.) 
= 4,77.1071% e.s.:das Elementarquantum der Ladung 
in elektrostatischen Einheiten. 


1,37-10—"8: die Boltzmannsche Konstante. 
= 6,06- 102: die Zahl. 


q = Eine Abkürzung fiir : q = 
1 2 2 


Formel (1) läßt sich abgekürzt schreiben: 


worin bedeuten: K, eine universelle Konstante 
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und K, eine Konstante des Vi. und ste 


K, = Ada + +2 VE 
2. (1+ =) D, 
Va 

Die Dispersion der D.K. des Elektrolyten fiir hohe Frequenzen 


berechnet sich nach der Formel (Falkenhagen, S. 213, 
Gl. 538) zu 


(3) D,-D, = 4D-F@®@, q) 
F (@ 0, q) = 

v2 (+ 


Hier bedeuten: 


qq = die schon in Gl. (1) vorkommende Konstante. 
© = die Relaxationszeit der Ionenwolke. 


Wendet man das von G. Mie!) im Wien-Harmsschen Hand- 
buch „Elektrodynamik“ dargestellte „praktische Maßsystem“ 
an, so ergibt sich für die Relaxationszeit der lonenwolke 
folgender äußerst einfacher und anschaulicher Ausdruck: 


(4) = A sec, 


= 


wo € die D.K. des reinen Lösungsmittels in der Einheit 
Coulomb/Volt-cm bedeutet, ¢ = 0,8859.1023.D, und A das 
Leitvermögen in der Einheit Ampere/Volt - cm, “umgerechnet 
auf die Ionenbeweglichkeit bei unendlicher Verdünnung, 
y* 
ts Oe ne In Fig. 3 ist die Dispersion des Elektrolyteffektes in einer 
von Falkenhagen berechneten Kurve eines 1,1 wertigen 
Salzes (KCl) für 3 verschiedene molare Konzentrationen wieder- 
5 gegeben. Tab. 4 gibt einen Überblick über die oben angeführten 
ch Größen für höherwertige Elektrolyte (CuSO,, K,[Fe(CN, )]) bei 
der angewandten Frequenz, Temperatur und Konzentration. 
Es folgt aus diesen Darstellungen, daß nach der Falken- 
hagenschen Theorie bei den untersuchten Lösungen und dem 
gegebenen Fehlerbereich der Meßmethode keine D.K.-Erhöhung 
mehr zu erwarten ist. 
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Die Dispersion des Elektrolyteffektes für wäßrige Elektrolytlösungen mit i 


einer maximalen Konzentration von 0,002 Mol/Liter bei einer Frequenz 
von 0,5-10° Hz und bei etwa 17°C 


Elektrolyt q K, K, Do = 4D 
y = 0,002 ......... 0,50 | 1,97:10° 0,053 21,1-Yy* = 1,33 
y* = 0,004 ......... | 
| 
= O008 ......... 0,34 |1,97-10® | 0,088 | 15,1-V/7* = 1,35 
y” = 0,008 .......... | 
Elektrolyt Osec | [22777 | D,,—Do (a 
@=0 é 
CuSO, ] 
y = 0,002...... | 1,57-10—§ 49,3 0,013 0,01 
y* = 0,004 . | 
0008...... | | 0.82.10 19,5 | 0,081 
[ 
y* = 0,008...... | | 


Im hochfrequenten Gebiet ist der Elektrolyteffekt bereits 
von Voigt!!) durchgemessen worden, allerdings nur an einer 
einzigen Substanz (KCl). Die mit der 2. Drudeschen Methode 
bei einer Wellenlänge von 44 cm durchgeführten Messungen 
ergaben keine D.K.-Änderung. In weiterer Übereinstimmung 
mit der Theorie sind die Messungen von M. Wien?) und 
Neese!*) mit den Wellenlängen 10, 20 und 40 m, bei denen 
die zu erwartende D.K.-Zunahme gefunden wurde. Andere 
Messungen, die im niederfrequenten Gebiet mit der Ellipsoid-"), 
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Brücken-!°) und Resonanz-!*) Methode, im hochfrequenten Ge- 
biet mit der 1. Drudeschen !’) Methode ausgeführt wurden, er- 
gaben eine D.K.-Erniedrigung. Die Resultate sind aber sehr 
abweichend voneinander und die Unterschiede überschreiten 


weit die angegebenen Fehlergrenzen. 


Zusammenfassung 


Es ist mit der 1. Drudeschen Methode bei einer Wellen- 
länge von 60 cm der Elektrolyteffekt an wäßrigen Lösungen 
von Kupfersulfat, Lanthannitrat und Kaliumferrozyanid bis zu 
einer maximalen Konzentration von 0,002 Mol/Liter untersucht 
worden. Eine D.K.-Änderung des Lösungsmittels mit steigen- 
der Konzentration der Elektrolyte wurde nicht beobachtet. 
Das Ergebnis steht in Übereinstimmung mit der Debye- 
Onsager-Falkenhagenschen Theorie. 


Es ist mir eine angenehme Pflicht, meinem hochverehrten 
Lehrer, Herrn Geheimen Regierungsrat Professor Dr. G. Mie, 
fiir die Anregung zu dieser Arbeit, sowie vor allem fiir die 
liebenswiirdige Beratung bei ihrer Ausfiihrung meinen er- 
gebensten Dank auszusprechen. Ferner bin ich der Osram- 
Gesellschaft insbesondere Herrn Direktor Dr. Mey fir die 
Rn Ü Se der Senderöhren zu Dank verpflichtet. 
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Die magnetische Suszeptibilität der elektrolytisch 
aufgeladenen Palladium-Wasserstoflegierungen 
 Vm Béorje Svensson 
(Mit 2 Figuren) 


Im folgenden wird eine kurze Mitteilung über die Kon- 
zentrationsabhängigkeit der magnetischen Suszeptibilität des BR 
mit Wasserstoff elektrolytisch aufgeladenen Palladiums gegeben Er 
werden. 

Die ersten magnetischen Suszeptibilitätsmessungen am 
System Pd—H wurden von Graham!) ausgeführt. Infolge un- 2S 
reinen Ausgangsmaterials kam er zu fehlerhaften Resultaten, 
wie später von Wiedemann?) und Blondlot?) aufgewiesen 
worden ist. Blondlot kam durch seine Messungen zu dem 
Ergebnis, daß der ausgeprägte Paramagnetismus des einen Pa 
bei den höchsten Wasserstoffkonzentrationen sehr klein nd 
kaum meßbar wird. Ähnliche Ergebnisse fanden dann Biggs’), 
Oxley°)und Simon und Aharoni®), deren Versuchsbedingungen iad 
hier kurz beschrieben werden sollen, um ein besseres Ver- ana 
ständnis der Resultate zu geben. Bei den Untersuchungen von N 
Biggs wurde das Pd elektrolytisch in NaAOH-Lösung aufgeladen 
und die absorbierte Gasmenge wurde nach den Suszeptibilitäts- 
messungen durch Erhitzung des Pd und Aufsammlung des ee 
Gases bestimmt. Er findet eine lineare Konzentrationsabhingig- 
keit der Suszeptibilität, was nach der heutigen Erkenntnis Ba 
darauf beruht, daß seine Messungen nicht über die vorhandene |. oe 
Mischungsliicke hinausgehen. Bei den Untersuchungen von on 
Oxley wurde das Palladium durch Erwärmung und danach 


1) Th. Graham, Ann. Chim. Phys. [4] 16. S. 197. 1869; Pogg. Ann. ees. 
136. S. 326. 1869; Ztschr. Chem. Soc. 22. S. 430. 1869. RT 
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Abkühlung in Wasserstoffatmosphäre aufgeladen. Das einzige 
quantitative Meßergebnis in seiner Abhandlung ist die spezifi- 
sche Massensuszeptibilität 1,47- 107° (ya. = 158- 10%) für 
0,64 H/Pd. Die genannten Untersuchungen sind bei Zimmer- 
temperatur ausgeführt. Simon und Aharoni führen ihre 
Messungen teils bei —196° und teils bei 0° aus. Das Palladium 
wurde wie bei Oxleys Messungen direkt in Wasserstoffatmo- 
sphäre aufgeladen. Die Methoden der Messung der Wasser- 
stoffmenge sind aber nicht angegeben worden. Die Resultate 
der drei letztgenannten Untersuchungen sind später in Fig. 1 
mit den meinigen zusammengestellt worden. 

Als ein Mangel der früheren Untersuchungen mag hervor- 
gehoben werden, daß sie keine quantitativen Resultate betreffs 
der Suszeptibilität der einphasigen Legierungen mit großem 
Wasserstoffgehalt enthalten. Diese Lücke wird durch die jetzt 
vorliegende Arbeit ausgefüllt. Betreffs der Meßmethodik müssen 
zunächst gewisse Einzelheiten, die nach den allgemeinen Er- 
fahrungen im hiesigen Institut bei den Arbeiten mit dem 
a System Pd—H von Bedeutung sein können, mitgeteilt werden. 
ae Das Palladium war physikalisch rein von Heraeus und 
die Probedrähte waren von 40 mm Länge und der Dicke 
0,75 mm Durchmesser. Die Pd-Drähte wurden elektrolytisch in 
In-H SO, aufgeladen und die Stromdichte betrug 0,01 Amp./cm?. 
Der Pa-t Draht wurde an einem Pt-Draht befestigt und als 
Anode wurde ein Pt-Draht verwendet. Nach der Elektrolyse 
wurden die Pd-Drähte in Wasser und Äther gewaschen, um 
H,SO, vollständig vom Probedraht zu entfernen. Die Suszepti- 
bilittidemensungen wurden erst dann ausgefiihrt, nachdem die 
Probedrähte sich in der Luft einige Stunden stabilisiert hatten. 
Die angewandte Meßmethodik der magnetischen Suszeptibilität 
war dieselbe, die ich in meiner Arbeit „Magnetische Suszeptibilität!) 
und elektrischer Widerstand der Mischkristallreihen Pd—Ag 
und Pd—Cu* beschrieben habe. Die Dichten der aufgeladenen 
Drähte sind aus den Gitterkonstanten berechnet, welche etwa 
gleichzeitig in einer Arbeit von G. Rosenhall erscheint. Alle 
Messungen sind bei Zimmertemperatur (+ 18° C) ausgeführt, 
und die Suszeptibilität ist in Grammatomsuszeptibilität an- 

gegeben. Als Wert des Atomgewichts ist der mittlere aus der 
_ Atomkonzentration von PdH?) und Pd berechnet, wenn das 
‘System als eine Legierungsreihe von Pd und PdH betrachtet 
_ wird. Unmittelbar nachdem die zur Bestimmung der magne- 
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tischen Suszeptibilität nötigen Messungen ausgeführt waren, 
wurde die Wasserstoffmenge volumetrisch gemessen. Es ist 
zu bemerken, daß solchen volumetrischen Messungen der okklu- 
dierten Wasserstoffmenge viel größere Sicherheit zugeschrieben 
werden muß, als den von einigen Autoren benutzten indirekten 
Methoden mit Parallelschaltung von zwei elektrolytischen Zellen, 
die gern zu hohe Wasserstoffkonzentrationen zu geben scheinen. 
Zur Kontrolle stattgefundener Wasserstoffabsorption wurde 
auch der elektrische Widerstand beobachtet. Vor jeder Auf- 
ladung wurden die Drähte im Vakuum 3—4 Std. bei 900° C 
geglüht. Die Resultate der Messungen werden in Tab. 1 und 
den Figg. 1 und 2 mitgeteilt. 


Tabelle 1 
| Magnetische Magnetische 
H/ Pd Grammatom- H / Pd Grammatom- 


suszeptibilität - 10° 


| suszeptibilität - 10° 
0 590 0,452 192 
08 506 0,579 
0,103 500 0,622 45,3 Hr 
0,192 424 0,656 - 86 
0,207 423 0,685 - 7, 
0,227 392 0,726 — 7,2 
0,279 342 0,542 
0,413 199 0,846 


Ken Aus Fig. 1 ist zu ersehen, daß die Suszeptibilitätskurve 
von Biggs!) und die meinige sich innerhalb des gemeinsamen 
Konzentrationsgebiets sehr gut decken. In der Tat ist auch 
die von mir benutzte Beladungsweise und Methode zur Be- 
stimmung der absorbierten Wasserstoffmengen dieselbe wie die 
von Biggs. Dies deutet darauf hin, daß die magnetische 
Suszeptibilität besser reproduzierbar ist, als z. B. der elektrische 
Widerstand. Die jetzt erhaitene Kurve verläuft geradlinig vom 
reinen Palladium zu etwa 0,66 H/Pd, wo die magnetische 
Suszeptibilität etwa Null ist. Bei noch höheren Wasserstoff- 
konzentrationen wird sie schwach negativ. Es ist mir gelungen, 
eine maximale Wasserstoffkonzentration von 0,85 H/Pd zu er- 
halten, und bei dieser ist die magnetische Atomsuszeptibilität 
—10,9.107®,. Extrapoliert man den geradlinigen Teil der 
Suszeptibilitätskurve 0,66—0,85 H/Pd bis zu 1 H/Pd, erhält 
man als Wert für die Suszeptibilität des PdH —15-10”%. 
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Die Suszeptibilitätskurve von Simon und Aharoni}) ver- 
läuft parallel mit der von Biggs und der meinigen, aber der 
Ausgangswert für die magnetische Suszeptibilität des reinen 
Palladiums ist viel kleiner (etwa 18°/,) als der gewöhnliche 
Tabellenwert. Die Tatsache, daß die Kurve von Simon und 
Aharoni!') einen Knickpunkt an 0,53 H/Pd hat, während der 
Knickpunkt in meiner Kurve an etwa 0,66 H/Pd liegt, ist 
wahrscheinlich darauf zurückzuführen, daß die Grenze der 
Mischungslücke bei Aufladung in Wasserstoffatmosphäre bei 
kleinerer Wasserstoffkonzentration?) zu liegen kommt als bei 


600 
400 
200 
ty % 
[7 
G20 G40 060 G80 
Fig. 1. Das magnetische Suszeptibilitäts-Konzentrationsdiagramm 
des Systems PdH 
® Biggs, elektrolytische Beladung 
- Aharoni und Simon, Beladung in Wasserstoffatmosphire 2 


Oxley, Beladung in Wasserstoffatmosphire 
© Die Resultate dieser Untersuchung, elektrolytische Beladung 


elektrolytischer Aufladung. Die magnetisch erhaltene Grenz- 
konzentration stimmt in beiden Fällen recht gut mit den Er- 
fahrungen aus den Messungen anderer physikalischer Eigen- 
schaften.) Oberhalb 0,53 H/Pd verläuft die Suszeptibilitäts- 
kurve vonSimon und Aharoni parallel mit der Konzentrations- 
achse, und der Suszeptibilitätswert ist 33.10”. Der kleine 


J. Aharoni u. F. Simon, a. a. O. 
2) Vgl. Literatur: J. O. Linde u. G. Borelius, a. a. O. 
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Suszeptibilitätswert für das reine Palladium und der Para- 
magnetismus für das gesättigte Palladium kann durch eventuelle 
Verunreinigungen des Pd erklärt werden. 

Die Versuchsresultate lassen eine einfache Deutung zu. 
Wie Linde und Borelius!) wahrscheinlich machen konnten, 
läßt sich das System als eine Legierungsreihe mit den Kom- 
ponenten Pd und PdH deuten. Das Pseudoatom PdH soll 
dabei nach dem Hydridverschiebungsgesetz von Grimm?) 
silberähnlich sein. Legt » .ys 
man, wie in der Fig. 2 “w 
die Suszeptibilitätskurven 
für Pd-Ag bzw. Pd-PdH 
im Atomkonzentrations- 
diagramm nebeneinander, 2 
sieht man auch, daß sie 
im Mischkristallgebiet des Passes — 
Systems Pd—PdH einander 
nahe liegen und ungefähr 
zu demselben Punkte an 


der Achse hinlaufen. Die Fig. 2. Das magnetische Suszeptilitäts- 


Konzentrationsdiagramm der Systeme 
Messungen geben somit Pd-Ag und Pd-PdH 


der zwischen 40—100 Atom-°/, Ag bzw. PdH 
wähnten Hypothese. > Pa 

sei bemerkt, daß nach 
dieser Auffassung die Mischkristalle Pd—PdH sowohl als Ein- 
lagerungsgitter von H in Pd wie auch als Substitutionsgitter von 
PdH in Pd aufgefaßt werden können. 

Auffallend ist, daß die Grenze der Mischungslücke im 
System Pd—PdH mit derjenigen Atomkonzentration recht nahe 
zusammenfällt, wo im System Pd—Ag*) sowie Pd-Au?°) und 
PdCu*) die paramagnetisierenden Einflüsse des Palladiums 
aufhören. Irgendeine Schlußfolgerung aus diesem Befunde 
über das Verhältnis der Zahl der paramagnetischen und dia- 
magnetischen Pd-Atome zu ziehen, läßt sich doch nicht ohne 
weitere Zusatzhypothesen machen. Die Mischungslücke ver- 
hindert uns in Wirklichkeit, die Analogie mit den Systemen 
Pd—Ag, Pd-Au und Pd-Cu weiter als bis etwa 0,66 Atom- 
Prozent Pd zu verfolgen, von 100 At.-Proz. Pd aus gerechnet. 
Die Versuche Vogts, die Analogie auf Grund der Resultate 
von Simon und Aharoni weiter zu führen, können nicht 


1) J.O.Linde u. G. Borelius, a.a.O., vgl. auch A.E.Oxley,a.a.O. 
2) H. Grimm, Ztschr. f. Elektrochem. 31. S. 474. 1925. 
3) E. Vogt, a.a. O. 
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anders verstanden werden, als daß er das Vorhandensein der 
Mischungslücke übersehen hat. Die Ursache der Verschieden- 
heit der Kurvenform der magnetischen Suszeptibilität bei PdH 
(0—0,6 H/Pd) und PdAu, PdAg und PdCu von 0—60 Atom- 
Prozent Pd ist nach Vogt!) so gedeutet worden, daß man bei 
PdAu (PdAg, PdCu) ein Substitutionsgitter hat, aber bei PdH 
ein Einlagerungsgitter. In diese Schlußfolgerung können wir 
nicht beistimmen, denn dieser Unterschied ist nur durch die 
im System PdH vorhandene Mischungslücke bedingt. In der 
Tat müßte man gerade denselben Kurventyp wie in PdH bei 
den Legierungsreihen PdAg, PdAu und PdCu erwarten, wenn 
sie entsprechende Mischungslücken enthielten. Umgekehrt 
müßte man, wenn die oben angeführte Auffassung des 
Systems PdH als Substitutionsgitter von PdH in Pd richtig 
ist, auch erwarten, daß für PdH eine ähnliche Kurvenform wie für 
PdAg erhalten werden sollte, falls die Mischungslücke im PdH 
nicht vorhanden wäre. 


Es sei mir gestattet, Herrn Prof. Dr. G. Borelius und 
Herrn Mag. Phil. J.O. Linde für viele ergiebige Besprechungen 


meinen herzlichsten Dank auszusprechen. 


1) E. Vogt, Ann. d. Phys. [5] 14. S. 32. 1932. 


Stockholm, Physikalisches Institut der Technischen 
Hochschule, Juni 1933. AS 
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Über die Formulierung der Naturgesetze 


mit fünf homogenen Koordinaten 


$ 1. Einleitung. — $ 2. Definition der Tensoren bei DEE 


Koordinaten. — § 3. Metrik. Zusammenhang mit inhomogenen Koordi- 
naten. Spaltung der homogenen Tensoren in affine Bestandteile. — 


§ 4. Kovariante Differentiation mittels der Dreiindizessymbole Ts _ 


§ 5. Parallelverschiebung der Vektoren. Geodätische Linie. — § 6. Krüm- 
mung. — $ 7. Die Form der Naturgesetze. V un rn — Anhang: 


Verallgemeinerung des Ansatzes für die 2. 


Bekanntlich ist es Klein und Kaluza gelungen, durch 
Einführung einer fünften Dimension die Feldgesetze von 
Gravitation und Elektrizität (zunächst bei Abwesenheit von 
Ladungen und ponderablen Massen) einheitlich zu formulieren 
und außerdem auch das Bewegungsgesetz eines geladenen 
Massenpunktes als geodätische Linie des fünfdimensionalen 
Kontinuums aufzufassen. Dieser Leistung der zugrunde ge- 
legten geometrischen Konzeption standen allerdings folgende 
schwerwiegenden Mängel gegenüber, welche viele Theoretiker 
davon abhielten, die Idee der Einführung der fünften Dimension 
zu akzeptieren. 

1. Es mußte besonders formuliert werden, daß die Kom- 
ponenten g,, des fünfdimensionalen metrischen Tensors nicht 
von der fünften Koordinate x° abhängen sollten, d.h. Funk- 
tionen der ersten 4 Koordinaten allein sein sollen. Durch 
diese zusätzliche Bedingung, die sogenannte Zylinderbedingung, 
wurde die allgemeine Kovarianz der Theorie zerstört und die 
fünfte Koordinate erschien wie ein künstliches Anhängsel, das 
am Ende doch wieder herausfällt. Es konnten dann die 10 
ersten Komponenten von g,,, nämlich g,, mit 1,k = 1—4 mit 
dem gewöhnlichen metrischen Tensor, die vier weiteren 9,, 
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(¢ = 1—4) (bis auf einen numerischen Faktor) mit den elektro- 
magnetischen Potentialen identifiziert werden. 

2. Da eine physikalische Interpretation der Komponente g,, 
nicht erreicht werden konnte, mußte willkürlich g,, = 1 gesetzt 
werden, was eine neue nicht invariante Bedingung darstellt. 
Dadurch reduzierte sich auch die Zahl 15 der Gleichungen für 
die gq,,, die das Verschwinden des verjüngten Krümmungstensors 
ausdrücken auf die richtige Zahl 14, nämlich die 10 Gleichungen 
für die g,, (i,k = 1—4) und die 4 Maxwellschen Gleichungen. 
(Zwischen diesen bestehen dann noch 5 Differentialidentitäten). 

Ein wesentlicher Fortschritt wurde sodann erreicht durch 
Einstein und Mayer.!) In dieser Theorie wird die Einführung 
einer fünften Koordinate gänzlich vermieden, womit auch eine 
besondere Zylinderbedingung entfällt; vielmehr wird jedem 
Punkte des vierdimensionalen Kontinuums ein fünfdimensionaler 
Vektorraum zugeordnet. Zwischen diesen Vektoren sowie ihrer 
Parallelverschiebung und den gewöhnlichen Vektoren des Raum- 
Zeit-Kontinuums mit deren gewöhnlicher Riemannscher Par- 
allelverschiebung wird dann axiomatisch eine besondere Be- 
ziehung gesetzt. Die elektromagnetischen Potentiale kommen 
in dieser Theorie überhaupt nicht vor, sondern nur die Feld- 
stärken. 

Auch diese Theorie hat gewisse formale Unschönheiten 
und zwar solche, die in der Kaluza-Kleinschen Formulierung 
nicht vorhanden waren, sondern neu hereingebracht sind, 
nämlich: 

1. Die Feldgleichungen lassen sich nicht aus einem Varia- 
tionsprinzip ableiten. Daher erscheint die Auffindung solcher 
Feldgleichungen, die den nötigen (durch ein Variationsprinzip 
automatisch garantierten) Differentialidentitäten genügen, ein 
wenig künstlich, was auch in der Form der Feldgleichungen 
zum Ausdruck kommt.?) 

2. Das erste Maxwellsche Gleichungssystem (das äqui- 
valent ist mit der Möglichkeit, die Feldstärken aus Potentialen 
abzuleiten) folgt in dieser Theorie nicht aus der angenommenen 
Raumstruktur, sondern muß besonders postuliert werden (wobei 
es allerdings mit der Krümmung in Zusammenhang gebracht 
werden kann). 

Diese Mängel waren an sich nicht sehr schwerwiegend, 
aber man möchte nicht gerne auf Vorteile verzichten, die in 
der Klein-Kaluzaschen Theorie bereits erreicht waren. = 
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Hier setzte nun eine andere Auffassungsweise der Klein- 
Kaluzaschen Theorie ein, nämlich die projektive. Bei dieser 
wird das Kontinuum als vierdimensional betrachtet, aber es 
werden, wie in der projektiven Geometrie, fünf homogene Ko- 
ordinaten (mit X“ bezeichnet, wobei u = 1—5) eingeführt, 
d. h. alle Koordinatenwerte, die sich nur durch einen gemein- 
samen Faktor unterscheiden, gehören zum selben Punkt des 
Kontinuums. Es müssen dann auch alle Tensoren (oder, wie 
man in diesem Fall auch zu sagen pflegt: „Projektoren“) 
homogene Funktionen (von jeweils verschiedenem Grad) der 
Koordinaten sein. Diese Betrachtungsweise wurde zuerst von 
Veblen und Hoffmann!) auf die Physik und zwar auf die 
Umdeutung der Klein-Kaluzaschen Theorie angewandt. Diese 
Autoren wählen aber eine Formulierung, die infolge unnötiger 
Spezialisierung des Koordinatensystems die fünfte Koordinate 
in ganz ähnlicher Weise vor den übrigen auszeichnet wie dies 
bei Klein-Kaluza durch die Zylinderbedingung geschehen 
war und daher nicht wesentlich über die letztere Theorie 
hinausgeht. 

Es ist das Verdienst von van Dantzig?), die Projektoren 
bei homogenen Koordinaten, ihre kovariante Differentiation 


Kr Xr 


eingeführte Metrik mit dem Fundamentaltensor g,, = 9,, ein- 
gehend untersucht zu haben. Schließlich haben Schouten 
und van Dantzig*) mit Hilfe dieser allgemeinen projektiven 
Differentialgeometrie eine Formulierung der Feldtheorie ge- 
geben (wir sprechen hier zunächst nur von deren klassischem 
Teil, der dem Fall der Abwesenheit von materiellen Teilchen 
entspricht), die alle Vorteile der Formulierungen von Klein- 
Kaluza und Einstein-Mayer verbindet, und alle deren 
Nachteile vermeidet. Der Umstand, daß alle Projektoren 
homogen von den Koordinaten abhängen, macht eine besondere 
Zylinderbedingung gänzlich überflüssig. Weiter erscheint hier 


1) O. Veblen u. B. Hoffmann, Phys. Rev. 36. S. 810. 1931. Zu- 
sammenfassende Darstellung von O. Veblen, Projektive Relativitäts- 
theorie, Berlin 1933. Daselbst weitere Literatur. 

2) D. van Dantzig, Math. Ann. 106. S. 400. 1932. — Betreffs 
geodätische Linien speziell: Amst. Proc. 35. S. 524 u. 535. 1932, 

3) J. A. Schouten u. D. van Dantzig, Ztschr. f. Phys. 78. S. 639. 
1932; ferner Ann. of Mathem. [3] 34. S. 271. 1933. In diesen Arbeiten 
auch Zitate früherer Arbeiten derselben Verff. 


- 
2 
ck 
tzt 
ür | 
ITS 
en 
on. 
= 
ng 
n 
e 
m 
er 
er 
n- | 
= 
| 
8 urch die invariante Forn 
| 
AH, 
r 
| 
| 
| 
Fr 
\ 
| 
ate, 
a 


308 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 18. 1933 


die Bedingung g,, = 1 der Klein-Kaluzaschen Theorie in 
der invarianten Form 
Xe X*™ =+1 


und kann als Normierung der g , aufgefaßt werden. Das 
Festhalten dieser Bedingung bei % Variation: 


X = 0 


reduziert ferner die Zahl der Feldgleichungen in natürlicher 
Weise auf ihren richtigen Wert. Als Lagrangefunktion im 
Wirkungsintegral erscheint der Krümmungsskalar und variiert 
wird nach den g,,. Endlich brauchen die elektromagnetischen 
Potentiale nicht selbst in die Theorie eingeführt, sondern 
können (von einem numerischen Faktor abgesehen) durch SR : 
X,=9,,X’ 
ersetzt werden. Die Gültigkeit des ersten Waxweltiihie 
Gleichungssystems ist dann von selbst gewährleistet. 

Diese wesentlichen Ergebnisse übernehmen wir hier von 
Schouten und van Dantzig. Bezüglich der Dreiindizes- 
symbole 7”; „ sind wir jedoch der Ansicht, daß die Symmetrie- 


> v A 


für diese Größen (die bei Klein-Kaluza und bei Veblen- 
Hoffmann erfüllt ist) die natürlichste ist. Sie führt dann 
zusammen mit der Forderung des Verschwindens der kovarianten 
Ableitung der g,, zu dem gewohnten Ausdruck 

1 é ö ö 

2 ox* ox 

Schouten und van Dantzig haben allgemeinere, nicht sym- 


metrische J”, eingeführt. Da hierdurch die Zahl der mathe- 


matisch möglichen Invarianten vermehrt wird ohne Gewinn für 
die physikalische Deutung (die besonderen Gründe für eine 
andere Spezialisierung der allgemeinen I ip? die Schouten 
und van Dantzig zu haben glauben, scheinen uns nicht stich- 
haltig), haben wir diese Luxusverallgemeinerung hier beiseite 
gelassen bzw. nur nebenbei erwähnt (vgl. den Anhang). 

Der Zusammenhang der Projektoren mit den gewöhnlichen 
Tensoren der inhomogenen Koordinaten ist formal weitgehend 
analog zum Zusammenhang der Tensoren des Fünferraumes 
mit denen des Viererraums bei Einstein-Mayer. Diese 
Analogie tritt in der im § 4 und § 6 gewählten Form der 
Deduktion besonders deutlich in Erscheinung. 
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Es möge entschuldigt werden, daß der klassische Teil Er <n 
der Theorie hier so ausführlich dargestellt wird, obwohl nur 
in weniger wesentlichen Punkten Abweichungen von den Arbeiten 
von Schouten und van Dantzig vorhanden sind. Es ge- | 
schieht dies einerseits, um eine geeignete Grundlage für den 
folgenden zweiten Teil zu haben, andererseits um auch den- 
jenigen Fachgenossen verständlich zu sein, die zwar mit dr 
allgemeinen Relativitätstheorie, nicht aber mit den weiteren, 
hier erwähnten Arbeiten vertraut sind. 


§ 2. Definition der Tensoren bei homogenen Koordinaten 


Bei Beschreibung eines n-dimensionalen Kontinuums durch 
n + 1 homogene Koordinaten X},..., X*+1 können natur- 
gemäß nur solche Transformationen dieser Koordinaten zu- 
gelassen werden, bei denen die neuen Koordinaten X’” homo- 
gene Funktionen ersten Grades der alten Koordinaten X“ sind.) 


fr(oX}, ..., = of" (X 


worin o eine beliebige Funktion der X“ ist. Diese Forderung 2% 
ist gemäß der Eulerschen Homogenitätsbedingung gleich- ER 
bedeutend mit 


Indem wir nun zur Definition der Vektoren übergehen, 
so ist zunächst wie bei inhomogenen Koordinaten ein kontra- | 30 
varianter Vektor a” bzw. ein kovarianter Vektor b, durch die Rs 


Transformationsgesetze 

definiert, so daß 
(4) 


ein Skalar wird. 


1) Hier und im folgenden sollen stets griechische Indizes von — 
1 bis n + 1, lateinische von 1 bis n laufen. Später wird entsprechend ~ 
dem vierdimensionalen Raum-Zeitkontinuum n = 4, n+1=5 gesetzt 
werden. 
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An die Vektorfelder und Skalarfelder wird indessen bei 
homogenen Koordinaten noch eine weitere Forderung gestellt, 
die nicht ihr Verhalten bei Koordinatentransformationen, 
sondern ihre Abhängigkeit von den Koordinaten in einem 
festen Bezugssystem betrifft. Wir werden nämlich nur solche 
Felder zulassen, deren Komponenten homogene Funktionen der 
Koordinaten sind. Diese Forderung ist gegenüber den hier 
betrachteten, nach (1) homogenen, Koordinatentransformationen 
invariant, überdies bleibt sogar der Grad der die Feldkompo- 
nenten darstellenden homogenen Funktionen invariant, da die 
Koordinatentransformationen vom ersten Grad homogen sind. 

Bei den späteren Anwendungen werden die Komponenten 
eines kontravarianten Vektors stets homogen vom Grad + 1, 
die eines kovarianten Vektors vom Grad — 1 und die Skalare 
vom Grad 0 sein. Diese Festsetzung ist übrigens im Einklang 
mit der Bildung von Skalaren durch Verjüngung gemäß (4). 
Es gilt dann also 


(2a) 
ax” 
(3a) 
ox" 
(4a) 
ox" 


Es ist ein für die Theorie der homogenen Koordinaten 
charakteristischer Umstand, daß diese Koordinaten Xr selbst 
(nicht ihre Differentiale) ein (kontravariantes) Vektorfeld bilden. 
Denn gemäß (1) genügen diese in der Tat den für ein kontra- 
variantes Vektorfeld notwendigen Bedingungen (2) [während 
die Relationen (2a) offenbar identisch erfüllt sind. Dagegen 
dürfen die Differentiale dX” nicht als Vektorfeld verwendet 
werden, da sie nicht homogene Funktionen ersten Grades der 
Koordinaten sind. 

Wir können nun leicht die Definition der Vektor- und 
Skalarfelder auf beliebige Tensorfelder verallgemeinern. Ein 
allgemeiner gemischter Tensor 


T# v. 
geniigt zuniichst wie bei inhomogenen Koordinaten dem Trans- 
formationsgesetz 

ox’* ax’ ax? @x°’ aes 


@Ge ox" ox’ ox’e ox’? @O. 


0. 


A 
. 
: 
4 
we 
- 
E 


W. Pauli. Über die Formulierung der Naturgesetze usw. I 311 


Ferner soll festgesetzt werden, daß die Komponenten des 
Tensorfeldes oo. omogene Funktionen der X” sind und 
zwar von einem Grad r, der gleich ist der Differenz aus der 
Anzahl der oberen und der unteren Indizes von T*": |. Es 
gilt dann also 


(5a) 


Diese Festsetzung über den Grad der Tensorkomponenten ist 
im Einklang mit der bekannten Erzeugung von neuen Tensoren 
durch Multiplikation oder Verjüngung von Tensoren. Die 
früheren Festsetzungen über Vektoren und Skalare sind in 
derjenigen über den allgemeinen Tensor als hung ton ent- 


werden auch „Projektoren“ genannt. 
Es sei noch bemerkt, daB das Volumelement ee ZB 


(im Gegensatz zu den Differentialen dX” selbst) sinnvoll ver- 
wendet werden kann. Denn dieses multipliziert sich bei der 
Transformation 


(6) = X# 
worin g eine beliebige homogene Funktion nullten Grades der 
Xr ist, so daß gilt 


einfach mit +1. 


Beweis: Die Behauptung ist gleichbedeutend mit der ones 
daB bei der Transformation (6) die Determinante “i 


7 


0X” 
den Wert 9" * ! hat. Oder daß 


D(9) = 


f@ = = 


den Wert 1 hat. 
Um dies zu beweisen, betrachten wir 


= 


+ X*— 


.v ed 


als Funktion von ¢. Diese Funktion hat folgende Eigenschaften 
a) fO)=1, 
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Denn es ist 
1 
= Lim —| | 0", + ¢X" — —~ 
f t->ot | @ aX” 


was wegen (6a) verschwindet; 

was direkt aus der Definition von f(f) und dem Multiplikationssatz der 
Determinanten hervorgeht. Hieraus ergibt sich weiter 


fo=foro 
also wegen (b) 
f'®=9, f@® = const =fO)=1. 
Daher 
D@=e"** fa) =e"*' w. z. b. w. 


Die Möglichkeit aus homogenen Koordinaten sinnvoll ein 
Volumelement zu bilden, ist wichtig für die physikalische An- 
wendung, da sie gestattet, Variationsprinzipien aufzustellen. 


§ 3. Metrik. Zusammenhang mit inhomogenen Koordinaten. 

Spaltung der homogenen Tensoren in affine Bestandteile 

Wir führen nun in unserem Raum einen metrischen 
Tensor g,, ein, der wie üblich der Symmetriebedingung g, ‚= 
genügt und die quadratische Form 

In» >" X=F 
auszeichnet. Entsprechend unserer Festsetzung ist g,, homogen 
vom — 2. Grad, der Skalar F homogen vom nullten Grad. Die 
Physik verlangt eine Spezialisierung dieses Ansatzes, indem der 
Skalar F einer Konstante gleichgesetzt wird. Diese kann dann 
auf + 1 oder — 1 normiert werden, so daß wir setzen 
(7) 9, =e (=+1 oder —1). 
Man kann dies auch so ausdrücken, daß nur die Quotienten g_, ,/F’, 
worin F =g,, XX” in die zu bildenden Gleichungen eingehen 
sollen. Diese Spezialisierung ist analog zur Festsetzung g,,=1 
der Kaluza-Kleinschen Theorie. Vom geometrischen Stand- 
punkt aus mag diese Spezialisierung willkürlich erscheinen, 
aber es ist jedenfalls ein Vorzug der Benützung homogener 
Koordinaten, daß die Spezialisierung in invarianter Weise 
formuliert werden kann. Der metrische Tensor kann dazu 
benützt werden, um in invarianter Weise Indizes von Tensoren 
hinauf oder hinunter zu ziehen. 

Für die physikalischen Anwendungen ist es wesentlich, 
ein Verfahren zu besitzen, um aus den homogenen Tensoren 
der n + 1 homogenen Koßrdinaten X” gewöhnliche Tensoren 
der n inhomogenen Koordinaten z* abzuleiten, die beliebige 
homogene Funktionen nullten Grades der X sind: _ 


ak = fk(X1, ..., X=+1), 
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Die Ableitungen 


da* 
genügen der 
(9) Tis = 


und transformieren sich bei beliebigen Punkttransformationen 
der z* wie ein kontravarianter Vektor, bei homogenen Trans- 
formationen der X” wie ein kovarianter Vektor, wobei außer- 
dem (9) invariant bleibt. 

Daher können die 7," dazu beniitzt werden, um erstens 
jedem kovarianten Vektor a, einen kovarianten Vektor a, zu- 
wobei nach (9) ee 
(10a) 


(was durch Uberstreichen des a zum —_— WERE we 
und zweitens, um jedem kontravarianten Vektor a” einen kontra- ? 


wobei allen Vektoren der Form o X” der Nullvel Bi zugeordnet N 
wird. Wir können verlangen, daß die Quotienten X”/X>+1!ein- 
deutig durch die x* ausgedrückt werden können. Dann sind 
die n Helationen (9) die einzigen Abhängigkeiten die zwischen 
den y: * bestehen und es gilt, daß die einzige Lösung der 
Gleichungen 


von der Form ist 


Dann kann auch jedem speziellen borarinnten Vektor a, »» der 
der Relation (10a), nämlich 


a,X” = 0 


geniigt, eindeutig ein Vektor a, zugeordnet werden, der (10) 
erfüllt. Setzt man nämlich 


so muß dann gelten 


.k 
(12) Y, 
Annalen der Physik. 5. Folge. 
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Nach dem oben Gesagten sind die neuen Koeffizienten y”, durch 
diese Gleichungen gerade bis auf den Zusatz X”o, gemäß 


+ Xx” ®, 
eindeutig bestimmt, der in der Tat nach (10a) den Vektor a, 
annulliert. Ferner wird gemäß (12) dem Vektor a* — 
eine Menge von Vektoren der tone pe 
a” + X* (a! og) 
zugeordnet, die alle die Gl. (11) erfüllen. 
Bisher war bei den Koeffizienten 7” , und 7; * die Matzixg Guy 
noch gar nicht beniitzt worden. Nun Können wir die Definition 
der y”, eindeutig machen, indem wir unter allen Vektoren der 


Form a” + mit festem a” und beliebigem o a’ 


auszeichnen, fiir die gilt 

(13a) eX,=wXrg,=0. ar 
v v 

Indem wir entsprechend die y”, durch die zu (12) saasaiestiate 


Bedingung 


4 


eindeutig festlegen, bekommen wir die eindeutigen Zul. 

nungen @” zu a* gemäß 

und die eindeutige Zuordnung a, zu a, gemäß 

(14) a,= 7" ,4,, 


wobei den X, die Null PN wird. 
Aus (1 1), (14) und a, = g,,@” folgt unter 
von (12a) 
Fordert man also, 108 für a,=g,,@ für die zugeordneten 
Vektoren a,, a* die metrische Beziehung 
a, = 9,24 
gilt, so folgt für den metrischen Tensor der inhomogenen 
(15) E 
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W. Pauli. Über die Formulierung der Naturgesetze usw. I 8315 
die einen gemischten Tensor 2. Ranges im Raum der X” bilden. 
Zunächst ist wegen (12) 
also 
7”, =0, 


also 


0", + x" 
= + oX"X, 


(16) a” y= 
Der Vektor 


also gilt 
(17a) Gale 
ebenso 
7 as” 


Aus (15) folgt endlich mit 


oder : 
Juv = In» — 2 


Man bestätigt ferner mit % 
die Relation 
a. + X° x, O° 


Wir haben nun die Mittel, um jeden Tensor eindeutig 
durch Affinbestandteile charakterisieren zu können. So ist a’ 


rch 
» 
4 a, 
Iu» gemäß (7). Daher schließlich 
2 
x 
en 
ane 
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mittels der 7” , und 7.” eindeutig bestimmt durch a’ = y,"a” 
und a = a’X,, denn es gilt 4 


(19a) a’ = 7" a +eaX’=a' 4+ eaX'=d a’ + eaX’, 
ebenso ist a, bestimmt durch a, = 7”,a und a=a X”, gemäß 
(19b) a, =y.'a, +eaX =a + eaX = a +eax,. 


Ebenso ist ein Tensor ass von zweiter Stufe charakterisiert 
durch die vier AffingréBen a 
Y yf =T ‚=T T =T 4 
. 


‚kur ik? i(0)? (0) 


und A: 
Für einen symmetrischen Tensor T,, ist T,, symmetrisch und 
die Vektoren Ti) und To; sind identisch; er ist also charakte- 
risiert durch einen symmetrischen Tensor, einen Vektor und 
einen Skalar in inhomogenen Koordinaten. Für den Funda- 
mentaltensor g,, verschwindet speziell der Vektor g;), gemäß 
(12a) Ist aa schiefsymmetrisch, so ist der Skalar Tio @ 
gleich Null. 

Allgemein gibt ein Tensor mit N Indizes im allgemeinen 
Anlaß zu 2% Affintensoren, zwischen denen gewisse lineare 
Abhängigkeiten bestehen können, wenn der ursprüngliche 
Tensor eine Symmetrieeigenschaft besitzt. 

Der Wert der homogenen Tensoren (Projektoren) im Raum 
der X” besteht gerade darin, daß durch eine Gleichung zwischen 
solchen mehrere Gleichungen zwischen gewöhnlichen Tensoren 
der z* zusammengefaßt werden können. 

Wir fügen noch eine Bemerkung hinzu über die Möglich- 
keit aus den Differentialen dX“, die selbst der Homogenitäts- 
forderung nicht geniigen, einen diese F orderung befriedigenden = 
Vektor zu bilden gemäß 3 


(20) dX" = d* dX” =dX"— eX" (X, dX”). 
In der Tat ist bei Ersatz von X“ durch 9 X“ 

dX'*=d" d(oX”)=d“ (9d + X’do)= ed" dX’ = 

da X” von d*, annulliert wird. Überdies gilt 


4 0X” 


i 
in 
: 
TER 
& 
= 
hed 
; 
‘ 
>, 
; 
ast 
= 
PN 
. 
“ig 


mu 


W. Pauli. Über die Formulierung der Naturgesetze usw. I 317 


Eine Kurve x*= f*(r) wird in homogenen Koordinaten in 
der Form 


(21) = oF" (t) = 07", f'@) 

dargestellt, worin oe eine willkürliche homogene Funktion Y 

nullten Grades der X> ist. Dann ist PR 

21a) 

( dt dt .k dt’ 


während dX”/dr keinen einfachen Sinn hat.) 


8 4. Kovariante Differentiation Er 
v 

Wie üblich, wird der kovariante Differentiationskalkül 


eingeführt mittels eines I” „Feldes, indem man fordert, daß 


ab, 
(22b) 
Die zweite Gleichung folgt aus der ersten durch die Forde- 


rung, daß 

_ dla 

axe 

In bekannter Weise wird der Differentiationskalkiil erweitert 
für beliebige gemischte Tensoren durch die Forderung, daß 


für zwei Tensoren und B° die der gewohn- 
lichen Differentiation gilt. 
(A B'), 

. ‚e 

Es ergibt sich dann: 
se axe 
wo die Summe genau so viele Summanden hat wie der Tensor 

Indizes, und zwar entspricht 

- einem oberen Index 4’* der Summand + Ty, A’, 


(ab). 


einem unteren Index A’ der Summand — A’ 


1) Die hier gegebenen Entwicklungen sind weitgehend analog 
dem § 2 der zitierten Arbeit von Einstein und Mayer. Die dort 


mit 2”, bezeichnete Größe ist unser d“,, ferner spielen bei uns die 
Koordinaten X* die Rolle des Vektors A“ von Einstein-Mayer. 
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Damit a” ein Tensor ist, wenn a” ein Vektor ist (woraus 


dann der Tensorcharakter von b,,, und des allgemeinen „FR 
folgt), müssen die 7’; | das Transformationsgesetz befolgen 


, 


23) = 


Der letzte Term zerstört den Tensorcharakter der 7” ip" Damit 
die Homogenitätsforderung für die A'' „;. aus derjenigen für 


die A’ folgt, muß 7”, homogen vom Grad — 1 sein, wie es 
die allgemeine Regel et Aus (23) folgt, daB der in den 
Indizes A, u ee ae Teil von Tu der also durch 
bestimmt ist, ein Tensor ist. 

Weitere Tensoren (bzw. Projektoren) 77,” und Q,” sind 
definiert durch 


(die letztere Relation aus gemäß: 
X” (as b,);» = 0) : 


Aus der Definition 224) bzw. (22b) von a” ‚„ baw. b,., folgt: 


ry 


Eine Verbindung der I,” ? mit der Metrik wird hergestellt 
durch die Bedingung 

A 
Hieraus folgt mit 


(30) 


aX" aX? ax’* 
oxy axe | 


. 
. 
i 
: 
% 
Sot 
= 
“od 
— 
‘ane 


aus (I) die Relation 


„ne ax axe 


| | + (8, 2 + 8, eet S, .) 
Ein Zusammenhang der Metrik und der aa mit den 7," (und 


TE 


Y .) ergibt sich aus folgender Forderung. 


@X,=0 also a’ = 
soll gelten: 


wobei a‘ in normaler Weise mit den Christoffelschen Sym- 
bolen ae gebildet ist, gemäß 


ö.a* 
d 
k 1 kn 
}= {ad = { 
Wir können die Forderung (II) noch anders formulieren, wenn 
wir eine kovariante Ableitung Fa, definieren gemäß Bu: 
v Or, v ı mov 
Be gilt nämlich die Produktregel: 
b,..= 
Ebenso folgt mit 
.k 
or 
- v .k k 
k k_v v 


ist (II) mit 
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Durch Antisymmetrisieren in bezug auf » und o folgt aus der 
letzten Gleichung noch 


(33) = 0, 
d. h. der Affinteil von B soll verschwinden. Dann ist aber 


S, “ bereits bestimmt durch X” u, und X, „ER ‚ was sich bei 


gegebenen g,, und ihren Ableitungen, durch 77,” und Q,” 
ausdrücken läßt.') 
I, Aus (25), (26) folgt nun 


v v k v 


0 x? 
und ebenso 


(34a) 


(ab 
| Q; b,) + 


AuBer durch die In» sind also die I, durch die Felder I, 


und Q,, eindeutig bestimmt. 

Offenbar sind unsere Forderungen noch viel zu allgemein, 

um für die Physik brauchbar zu sein. Der einfachste in Be- 
tracht kommende Fall ist derjenige, wo 
(III) Sine 0; 
d. h. wo e „ als symmetrisch in » und » vorausgesetzt wird, 
wie es in der Riemannschen Geometrie zutrifft. Diese Vor- 
aussetzung scheint uns die natürlichste zu sein. Den etwas all- 
gemeineren Fall, den Schouten untersucht hat, wollen wir 
später (§ 7) anhangsweise besprechen. 


1) Es ergeben sich für Z,, und @,, (Herunterziehen des Index 
mittels der g,,) nur die Bedingungen: 
I 


| 
= 
= 
; 
x 
4 
X" = Q'"xX"(= xX"). 


er 


ei 


Akzeptieren wir die weitgehende Einschränkung (III), so 
gilt also speziell: 
Dann wird 


X= — 
Ape 2 \ ex? ax" ax’ 


Wegen der Homogenitätsbedingung wird ferner 


1 On, 


x} ox* Inv? 
also gilt wegen 
(28’) I,, Ps I, v + x’, 
(29) 
in unserem Fall ; 
1 Og v O94 u 


Führen wir den für das folgende fundamentalen schiefsymme- 
trischen Tensor ein: 


so gilt hier also: 

(35a) Q,,=H,,= 4X 
Ferner gilt 


(36) x 


=— Guat axe Xr 9;,) + 2X4 ur 
also gemäß (7): 
(37) X,,X=0. 
Setzen wir also den schiefsymmetrischen Tensor 
(38) 
so gilt hier auch umgekehrt 
(38a) X X. | 
Gemäß (36) genügt ferner X,, den Relationen 
ax ax,, 
(36a) = 0. 
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Gemäß (38), wobei also (37) benutzt ist, können wir hieraus 
folgern: 


(39) 


0 Xix CP. OX: _ 
Um die Schreibweise zu vereinfachen, wollen wir festsetzen, 
daB das Hinzufiigen von drei eingeklammerten Indizes hinter 
einem Ausdruck bedeuten soll, daß diese Indizes im be- 
treffenden Ausdruck zyklisch vertauscht werden und die so ent- 
stehenden Ausdrücke zu addieren sein sollen. Dann schreibt 


sich z. B. (36a) und (39): 


öX,, 6X, 
=0 bzw. = 0 
0 [«, v oe] 0 x [i, k, 
Nun folgt aus (38a) und (36a): 

xe [a, e] 2 ö xe ne] 
.i 62 k 
+ as ik 
Ve bx (nel 


In letzterem Ausdruck ist £ = =, berücksichtigt. Nun ist 


k 
0 . dat ö 
=> rid — 

0X” ox” \ax* 


und infolgedessen ist 


ö . 


Also gilt 


woraus sofort 
ba! [i,k, aj tera 2 
d. h. die Gültigkeit von (39) folgt. 
Es existiert also ein kovarianter Vektor f,, so daß 
Of: Of 


Aus (36), (38a) und (40) folgt 
OX, _ k Ir _ 


axe 


; 
Fok 
By 
5 
= 
of 
& N - 
r 
| 
a 
q 
z 
aak 
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oder 
x (2s 


und wegen 


dr," 
0X” 


worin 


gesetzt ist. folgt endlich 
i> OF 


worin das Vorzeichen « eingefügt ist, damit 


also F homogen ersten Grades ist. 
Unsere Metrik ist also gerade so allgemein, daB sie (bei 


gegebenen 7;*) durch g,, und den (39) erfüllenden schief- 


symmetrischen Tensor X,, charakterisiert ist. Es ist nahe- 
liegend, letzteren bis auf einen Proportionalitätsfaktor mit dem 


Tensor F,,=- F,; der elektromagnetischen Feldstärke zu 


identifizieren. Ist x die Einsteinsche Gravitationskonstante, 

so ist 

(48) fa= ER, 

von der Dimension einer Länge, so daß wir setzen können 

(44) 

worin r ein reeller dimensionsloser Zahlenfaktor ist. Mit 
F,X=0, 

läßt sich (44) erweitern zu DER aes 


Ks ist befriedigend, daB bei dieser geometrischen Deutung 
der elektromagnetischen Feldstirken das erste Maxwellsche 
Gleichungssystem von selbst erfiillt ist. 


as 
aus 
age 
ib 
ibt 
ist 
NER 
= 
? 


me Rex Was die Potentiale g, betrifft, die durch 

aD, a® ag dp 
definiert sind, so können sie gemäß (40) bis auf den Faktor 
1/r mit f, identifiziert werden 


(47) = 7,9 

(45a) uy = ox" 
(46 a) =19,= 


Sowohl 7 wie @, sind nur bis auf einen additiven Gradienten 
definiert. Wie Schouten bemerkt hat, läßt sich aber die 
Theorie so formulieren, daß /, und 5, gar nicht explizite vor- 
kommen, sondern daß an Stelle des unbestimmten Vektors 4 
immer der bestimmte Vektor X, tritt. 


85. Parallelverschiebung der Vektoren. Geodätische Linie 


Mit Hilfe des durch (20), (20b) definierten, E: 
Koordinatendifferentiales 


adX*=d" dX” = 7" ax" 


kann die Pesdthbvnhiheng eines Funes a” bzw. b, längs 
einer Kurve definiert werden durch 


da’ = dX"a" ) 


(48) k da” 7 | 
= dx -k 1 
bzw. 
( 
| öb,=dX*b, „= da*(7“,b,.,) 
(48a) 17) ob r 
| = dz" | 


Gemäß (34) kann man dies auch schreiben 
(49) da’ = + 7" .Q,")da* + eda X” 
(49a) db = by" Q,,)da* + edbX, 
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bzw. mit Einführung der Riemannschen 


da = a’ db, = b,. „de 
und unter Berücksichtigung von = 0 
(50) Ja” +8 aQ;'da*) +edaX, 
R 
(50a) öb,=y, (db, +6bQ, da ) +edbX. 


Wir definieren nun die geodätische Linie dadurch, daß wir 
den Vektor a” längs der ihm gemäß 

f da* k 
zugeordneten Richtung parallel verschieben und postulieren, By 
daß hierbei der Vektor a’ sich nicht ändert. Es soll also 


(51) 


gelten 


4. 


wenn (51) gilt. Letzteres ist aber gleichbedeutend mit 


I ı da” da" 
(53) + dt dt =—«aQ, 


0, a = const. 


Führen wir nun die noch nicht herangezogene Relation (35) ya i 
bzw. (35a) ein und beriicksichtigen (44), so gilt Bc ee 
1) da” da" Vx nı da” 

(53a) dı? xh aQ md: 2° m dt 


Wegen der schiefen Symmetrie von F,, folgt hieraus 


dat 
Ir dı dı 


tor 
5 
ae 
= 
ten ; | 
die 
4 
> 
ben er. 
Bir: 
= so daß gemäß (50) die Forderung (52) sich spaltet in > 4 
R 
u 
fa = =A u 
| 
x 
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so daß wir 
dz’ da* 
(65) 


normieren können. (Das negative Vorzeichen entspricht dem 
zeitartigen Charakter der Bahnkurven). Der Vergleich mit den 
Weltlinien eines geladenen Massenpunktes zeigt, daß diese eben 
mit den hier betrachteten verallgemeinerten geodätischen Linien 
übereinstimmen, wenn wir die willkürliche Integrationskon- 


zleichsetzen <> 

stante a gleichs 
[4 e 


Vx r me 
worin e und m Ladung und Masse des Massenpunktes be- 
deuten. Führen wir den Impulsvektor 

- v .k 
(57) P,=mg,,a 
ein, so gilt also 
(58) 


Wir bemerken noch, daß in manchen Arbeiten die 
geodätische Linie bei Gültigkeit von (51) durch 


da” “oy 
0 


definiert wird statt durch (52), daB uns dies aber weniger 
natiirlich erscheint. 

Ferner unterscheidet sich der durch (57) gegebene Vektor p, 
gemäß (42) und (46a) von 


.k dx e 


um einen Gradienten und nicht, wie man vielleicht erwarten 
sollte, von 


da! e 
Pu 


Wir kommen hierauf später ($ 7) noch zurück. Er 


86. Krümmung 
Wenn J, in 4, u symmetrisch ist, was wir hier voraus- 
setzen wollen, ist der Kriimmungstensor pi defin d 


iert durch 


i 
= 
4 
. 
on 
| 
Bor; 
Fr 
er"; 
« 
— 
in 


rten 
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folgt hieraus 


(59 a) 


45050 -Heo 
Der Definition nach. ist ae schiefsymmetrisch in g, o und 
die Durchrechnung ergibt Patek 
or’ or* 


ax? axe vo to to” vo’ 

Wir wollen nun or durch den entsprechenden Riemann- 

schen Tensor R', ‚m ausdrücken. Dazu ist es bequem, unter 
Benützung von 

R R 

(59) b —b =—-bR 


k;i;m i „kim 


den Ausdruck b, 


k;jo;o 


und da gemäß (32a) aus der Symmetrie von = in 
diejenige von 7; = folgt, erhalten wir nach (59) 
(61) 


Andererseits ergibt sich aus 


Mit Rücksicht auf (61) und (59a), folgt 


k .v00 „kim 


Andererseits ist nach (59) 


W. Pauli. Über die Formulierung der Naturgesetze 
(a* b ) _ (a* b ) 
den 
eben 
nien 
kon- 
| 
be- 
Re 
A 
‚R 
3 
: 
irc 
xl 


328 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 18. 1933 


also nach (36) und (35a) 
1 ‘ 


Wir kénnen nun die rechte Seite von (62) berechnen, wenn 
bestimmt, wenn wir 


wir eo kennen. Nach (II’) ist aber m 


= 
x? 
k3e@ 2,75 a 
kennen. Es ist aber AL 
und 
also gilt 
& r . v 
(64) 2 (X, x; x, Hie: 
ebenso folgt 
Man findet hieraus weiter ee: 
V 


+3 (X, X," - 
+4 X" (X,%,,— X, X,,)}. 


Aus (62), (63) und (65) ergibt sich endlich nach kurzer Rech- 
nung die endgültige Formel für den Krümmungstensor 


i 
40 !.i kim 


(X 


v 


X 


e 


—2X = X ,- X," X,.) 


X, x”"). 


| | | 
| | | 
3 
4 | 
A 
an" 
Ve 
ac 
wa 
= 
ei: 
+5 
4 
ra (66) + 9 
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Für die Physik ist von besonderem Interesse der verfüngte > 
Krümmungstensor 


‚vao? 


der im Fall DEE oP , die (I) erfüllen, symmetrisch 
in vy und o ist. Unter Beatinng von 


x I, I, X.” 2 (X, X,,+ x 


ergibt sich 

Wir entnehmen hieraus 
(67 a) Pye = But 


X 
Ferner 
(68) Pug’ + ; 


(69) P=P ‚X"X’=- 


4 


kovarianten Gebilde, die Gesetze des Gravitationsfeldes und des = 
elektromagnetischen Feldes auf einheitliche Weise abzuleiten. 
Dabei beschränken wir uns im klassischen Teil der Theorie auf den Ne 
Fall des Fehlens von Ladung und Masse. Um die Möglichkeiten 
für die Feldgesetze einzuschränken, stellen wir zunächst den 
Begriff des eigentlichen Tensors (Projektors) auf. Dieser ist 
ein solcher, der allein aus den In, und den 7 nde sowie den 


Ableitungen der = gebildet ist, ohne die X’ und y’ , oder y, 
explizite zu enthalten, und auch ohne daß die Alkliynaen der q,, 
außer implizite in den 7* noch explizite vorkommen. 


Die einfachste Form der Naturgesetze wäre dann die, 
welche einfach das Verschwinden eines eigentlichen Projektors 
ausdrückt. Man erhält dann aber stets eine Gleichung zu viel _ 
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und infolgedessen ist man genötigt, die Feldgesetze in fol- 
gender modifizierter Form anzusetzen. Es soll gelten: 
(70) K=FrFXX 


worin K ein eigentlicher Tensor, und zwar ein symmetrischer 
Tensor zweiter Stufe ist, während F ein noch zu bestimmender 
Skalar, also eine homogene Funktion nullten Grades der a 
ist. Man findet aus (70) sofort 
(71) F=-K,XX=K, 

so daß wir schreiben können: 

(72) K,, =KX,X,. 


Bei Multiplikation mit X“ und X” Be PUERTO Ver- 
jiingen entsteht jetzt eine Identität, so daß jetzt (72) statt 15 
nur 14 unabhängige Gleichungen enthält. Die Notwendigkeit 
dieser Identität hängt aufs engste mit der Beziehung (7) für 
die g,, zusammen. Um die allgemeine Kovarianz zu erfüllen 
und Lösungen für das g,,-F eld von genügender Allgemeinheit 
zu gestatten, muß ferner (72) fünf Differentialidentitäten er- 
füllen, die wir analog zur allgemeinen Relativitätstheorie in 
der Form 


(73) K,’,,=0 
is ansetzen kénnen. Dies ist erlaubt, weil 
: (RX, = SER 4 KX 


da alle Terme einzeln verschwinden. 
Wir spalten nun die Gl. (72) und die Identitäten (73) in 
entsprechende Gleichungen für inhomogene Tensoren. Mit 


(74) 


Da (71) und (74) gleichbedeutend sind mit ne see 
+KX,X,, 
so folgt: 
.k 
Ky”, » a; at + et 7, 
k v 


] 
| 
5 
- 
. 
. 
‘ 
y 
EN = 0 
- 
wirt 
75: 
i, 
. 
q 
4 
4 


folglich: 
- 2 rk k 


k rk 
(76b) 3: Ko, =: 


Im Falle des Vorhandenseins von Materie entspringen, ie 
wir in Teil II sehen werden, aus diesen Identitäten die Er- __ 
haltungssätze von Energie, Impuls und Ladung, die in eine © 
Tensorgleichung der homogenen Koordinaten zusammen- 
gefaßt sind. 


Es ist nun bemerkenswert, daß man Gleichungen der 


man von einem Variationsprinzip 


(77) = 0 
mit der Nebenbedingung 
(78) X" X*) = dg, X"Xr= 0 
aa ausgeht, wobei L ein eigentlicher Skalar und |g| den Betrag — 
Be der Determinante aus den gu, bedeutet. Am Rand sollen die 
Variationen der g,, und see wie üblich verschwinden. 


Sei zunächst | 
(19) 
ohne Beachtung der Nebenbedingung, so lauten nämlich wegen 


j 
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worin F ein noch zu Multi- 
plikator ist, wie es früher in (70) angesetzt wurde; ferner ist 
K, ein eigentlicher Tensor, wenn L ein eigentlicher Skalar 
ist. Endlich genügt K,, auch den Identitäten (73), wie man 
erkennt, indem man die Variation der g“* durch eine infini- 
tesimale Koordinatentransformation 


»= 


erzeugt, wobei 


ae 
wird und die Variation des Wirkungsintegrals identisch ver- 
schwindet. 

Wir bemerken noch, daB wegen (18a) bei festen Koordi- 
naten X” und unter der Voraussetzung der Nebenbedingung (78) 
gilt 


Hält man auch die Koordinaten z* fest, so gilt ferner 


(81a) 


also wegen 


folglich wird bei Gültigkeit von (78) mit Rücksicht auf (74) 
| 


2) 
| = ({K, 26K 7°, ax”... dx’! 


Wir müssen nun noch den Skalar L und damit die K,, fest- 
legen. Verlangen wir, daß L keine höheren als die’ ersten 


Ableitungen der P enthalten soll, so ist L eindeutig mit 
Krümmungsskalar zu 
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Daher wird mittels des durch (67) definierten verjüngten 
Krümmungstensors P 


1 
analog wie in der relativistischen Gravitationstheorie. Un- 


abhängig vom Variationsprinzip ist dieses K,, der einzige 
eigentliche Tensor, der keine höheren Ableitungen der I “a 


als die ersten enthält und außerdem die Identitäten (73) er- 
füllt. Es wird also 


r 1 rky 1 wre 


1 


Vergleichen wir dies mit den Feldgleichungen der kombinierten 
Einsteinschen Gravitationstheorie und Maxwell schen Elektro- 
dynamik, welche im hier betrachteten Fall der Abwesenheit 
von Ladung und Materie lauten 


1 ry 1 8 
(85a) R,— + (F; F.,) = @ 
und 
(85 b) F* 
so sehen wir, daß wir Übereinstimmung mit diesen Gleichungen 
bekommen, wenn die in (44) gemäß 
Ve 
X;, 


eingefiihrte Zahl r der Gleichung 
(86) 
genügt. Da r reell ist, folgt daraus 


Wir bemerken noch, daß (84b) dann 
kann 


(840) 


Die Bestimmung von s und r kann auch geschehen durch die 
mit (85a) äquivalente Forderung, daß 


P=R+4X,X" 


ulti- 
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man ‘ 
ver- 
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4 
d 
zugleich 
) 
auch geschrieben werden 
we 
ast- 
ten 
Xl 


334 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 18. — 


identisch werden soll mit der gewohnten Form ae “Ss 
(87) L=R+45F,,F. 


Damit ist das gewiinschte Ziel erreicht. Das zweite Max- 
wellsche Gleichungssystem ist mit den Gravitationsgleichungen 
za einem einzigen System verschmolzen, das direkt mit der 
Kriimmung zusammenhingt. Das erste Maxwellsche Glei- 
chungssystem [Gl. (39)] folgte direkt aus der angenommenen 
Raumstruktur. Ferner konnte das Bewegungsgesetz des ge- 
ladenen Massenpunktes als verallgemeinerte geodätische Linie 
interpretiert werden. 

Wir könnten hiermit den ersten Teil schließen, wollen 
aber der Vollständigkeit halber noch über eine von Schouten 
und van Dantzig herrührende Verallgemeinerung des An- 
satzes für die referieren. 


d 


Fat 


Anhang: Verallgemeinerung des Ansatzes für die r 


“uy 
Schouten und van Dantzig haben gezeigt, daß der allgemeinste 
Ansatz fiir die ,» dessen Folgerungen mit denen der Physik im 


Einklang sind, dir folgende ist: EN 
An Stelle von (III) und (35) tritt das 
v 
IT, 15 X, 
wobei p und q numerische Kosten sind. Aus (29) ergibt sich weiter 
Sodann nach (29’) und (36) aus (31) 


1 1 7 
Quy 15 Xp» Kur + Su» + u +i X 


oder 
1 x X 
„=-7P- DE nv + 
also 
re} 
A II” d (32a) fol d : 
Aus (II) und (32a) folgt sodann we 
also 
1 
(91) Suwa ‘7 & (X, Aus” XuX va + 8(q 1) Kur: 


Für die geodätische Linie folgt wieder 
le; =. +eaX"] =0 
a = const 


; 
3 
2 
- 
P 
ated 2 
Fa 
@ 
2 
en 
; 
: 


d? + dat 
dı? mn) dı dı 


‚X- dam 
en =sal', = eagr 
ler 
also 
ge 
(93) p = my,'g 2 
Ae, u ki dı Vx r q = 
dd 2 e 1 öF 
(95) + — — @ +) 


bei geeigneter Wahl von F. Schouten stellte die besondere Forderung 
auf, daß hierin = ®, mit dem Koeffizient 1 stehen soll, was also auf 
q=2 


hinausliuft. Wir wollen aber hiervon ganz absehen, da uns eine solche 
Forderung in keiner Weise geboten erscheint. 


Den Krümmungstensor P“,,, kann man mit Beibehaltung der 


Reihenfolge der Indizes in den il gemäß (60) definieren. Nach längerer 
Rechnung findet man dann für den Krümmungsskalar P anstatt (68) 
den Ausdruck 


(96) P=R+ =a + 2p — 2pq) X,,X®°. 


Unter Zugrundelegung des Variationsprinzips 
sf Py ax =0, 


mit der Nebenbedingung 


5(9,,X" =0, 
findet man dann die Feldgleichungen 
K;,=9, K;q=9, 


mit den an Stelle von (84a) und (84b) tretenden Ausdriicken 


| K,=R,- 


1 
5IrR -299 
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Letzteres folgt gemäß (82); zu beachten ist, daß (84) nicht mehr gilt. 
Aus (96) folgt die Bedingung a 


er? 
(98) Q@+2p—2pq =1, 


Als Kritik des verallgemeinerten Ansatzes für die J*, muß bemerkt 


werden, daß der Krümmungsskalar in diesem Fall nicht der einzige 
eigentliche Skalar ist, sondern daß außerdem 


J = gt” 
in Betracht kommt, was bis auf einen im allgemeinen nicht ver- 
schwindenden numerischen Faktor mit 
übereinstimmt. Durch Linearkombination aus J und P könnte eine 
beliebige Lagrangefunktion hergestellt werden. Wir möchten deshalb 
den ursprünglichen Ansatz S,,= 0 doch für den natürlichsten halten. 
Andererseits kann die Einstein-Mayersche Theorie durch p = 0 
charakterisiert werden, da in ihr nur a“, „= ra. „ verwendet wird. 


Zürich, Physikalisches Institut dr 
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